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叶片—盘—轴整体转子振动特性分析3

上海复旦大学　　　　　　　张　文3 3 　王文亮　王　皓　唐　炯
株洲航空动力机械研究所　　陈运西　　陈少红

【摘要】　提出分析盘—片—轴全弹性整体转子系统动力特性的新方法。采用刚盘—轴组件和盘—

片组件作为两个子结构,应用模态综合,导出了整体转子的运动方程,求解了相应的广义陀螺特征

值问题,求得涡动频率、涡动模态和临界转速,判断了正、负进动。对盘—片组件执行了几何非线性

大变形分析,求出动平衡位置和切线刚度阵,准确计算了离心力的刚度效应。利用盘—片组件的回

转对称性,采用群论算法,把自由度缩聚到一个扇区,克服了算机容量的困难。编制了盘—片—轴

耦合振动的大型有限元程序。进行了盘—片—轴耦合振动的试验研究,试验与计算结果一致。

　主题词:　叶片　转子　振动分析　模态综合法　轴

近代航空发动机高转速、轻结构的设计趋势需执行盘—片—轴耦合系统的动力分析,以免
叶片和转子预测频率的失真造成设计参数的不佳选择。盘—片—轴耦合振动分析主要难点:一
是如何描述盘—片弹性变形和刚体运动的惯合 (包括陀螺效应耦合) ,二是为准确计算离心力
刚度效应,需对盘—片组件作空间有限元模型下的几何非线性大变形分析[1、2 ]。国外文献常回
避这类难点[3～ 7 ]。本文采用旋转坐标系中盘—片组件的扇区模态和静止坐标系中刚盘—轴的
振动模态的模态综合,提出了分析盘—片—轴全弹性耦合系统动力分析新方法,对若干型号航
空发动机作了实物转子计算及模型转子的试验研究。两者的一致性证实了本方法的可靠性。

1　高速自旋体几何非线性动力分析

　　设坐标系 o- xy z 与物体一起旋转, r= [x , y , z ]T 和 P (x , y , z ) = [u , v , w ]T 表示物体上任
一点在 o- xy z 系中观察的变形前位置向量和变形位移,有限元模型下,变形位移应表示为 P

(x , y , z ) = N (x , y , z ) ∆。其中 ∆是全体结点位移的广义坐标集,N 是形函数。对高速旋转弹性
体,需计及物体的非线性大变形,由其非线性应变能[2 ]及物体的动能[8 ]导得自旋体的普遍运动
方程为

M ∆β+ G∆α+ (5V ö5∆) - K 8 ∆ = A (1)　

此处M 和 K 8 为惯性阵和离心刚度阵,均为正定对称阵, G 是反对称陀螺力阵,A 是广义离心
力向量。取 ∆α0= ∆β0= 0,由 (1)得动平衡位置 ∆0 满足 (5V ö5∆) û ∆0 - K 8 ∆0- A = 0,可用N ew ton2
R aph son 迭代法[2 ]求出 ∆0。令 ∆= ∆0+ q ( t)代入 (1) ,保留一阶小量,得 ∆0 附近的扰动运动方程
为M qβ+ Gqα+ K T (∆0) q= 0,此处 K T (∆0) = K 0+ K L (∆0) + K Ρ (∆0) - K 8。其中 K 0 是线性刚度阵,

K L 和 K Ρ是大位移刚度阵和几何刚度阵。对许多盘—片结构,有 PαT 8 P≈ 0,于是可略去 (1)中

的陀螺项,方程简化为下式,为了识别方便,已把M、K T (∆0)和 q分别记为M d、K d 和 qd。

1993年 6月收到; 1993年 11月收到修改稿。　3 本文系国家自然科学基金资助项目
3 3 上海复旦大学应用力学系　200433



M d qβd + K d qd = 0 (2)　

2　回转对称结构的自由度缩聚、刚盘—柔轴组件振动特性

　　每个N 阶回转对称结构可分划成N 个相同扇区,记包含界面w j 而不含界面w j+ 1的扇区
为 sj。同时含界面w j 和w j+ 1的为“扩充扇区”sγj ,对每个扇区作相同的有限元划分并建立相同
的专用坐标系。设在专用坐标系中每个扇区的结点广义坐标集为q j ,整个结构的广义坐标集 qd

= co l{q j },依CN 群论理论[6 ] , (2)中的M d 和 K d 均呈下列块循环对称性:

C =

C 1 C 2 0 ⋯ 0 C T
2

C T
2 C 1 C 2 ⋯ 0 0

C 2 0 0 0⋯ C T
2 C 1 nN ×nN

C 1和C 2 都是 n×n 方阵, n 是扇区 sj 的自由度数。采用CN 群的下列N 个不可约子空间基向量

V = 1ö N [V 0,V 1,⋯,V N - 1 ]　,　V r = co l{eir ( j - 1) ΑI n}　,　Α= 2ΠöN (3)　

C 可藉V andermonde 变换块对角化: V
3

CV = b lock- d iag{U r},U r= C 1+ C 2e
irΑ+ C

T
2 e

- irΑ。U r是
H erm it ian 阵,且U N - r= U r。当 r= 0和 r= N ö2 (如果N 是偶数) ,U r退化为实对称阵。因此,在
坐标变换 qd = V Z , Z = co l{Z r}之下,式 (2)被解耦成 (N - 1) ö2个独立的 n 阶H erm it ian 广义特
征值问题

(B r - Ξ2A r) Z r = 0　,　r = 1,⋯,〔(N - 1) ö2〕 (4)　
以及实对称广义特征值问题: (B 0- Ξ2

A 0) Z 0= 0, (B N ö2- Ξ2
A N ö2) ZN ö2= 0。这里V

3
M dV = b lock

- d iag{A r}, V
3

K dV = b lock- d iag{B r}。设 (4)的 r节径复特征向量集为 Z r= [Z r1, - iZ r1 , Z r2,

- iZ r2 ,⋯, Z rn
, - iZ rn

]。则在扇区 sj 和扩充扇区 sγj 上的对应的 r节径物理实模态分别为:

X rj = 2öN R e (Z r)〔I 2nco sr ( j - 1) Α- Iυ2n sin r ( j - 1) Α〕

ς rj = 2öN R e (Z
�

r)〔I 2nco sr ( j - 1) Α- Iυ2n sin r ( j - 1) Α〕 (5)　

其中 Iυ2n = diag ( Iυ2)　,　Iυ2 =
　　1

- 1
　,　Z

�
r =

Iw 0

0 I g

Iw eirΑ 0

Z r

　　刚盘—柔轴组件振动特性是常规转子动力学问题,这里仅罗列所需结果。设轴的有限元模
型的结点广义坐标集为 ∆s,其动能、势能和运动方程分别为[8 ]:

T = (1ö2) ∆αTsM s∆αs + (8 ö2) ∆αTs G s∆αs　,　V = (1ö2) ∆T
s K s∆s (6)　

M s∆βs + 8 G s∆αs + K s∆s = 0 (7)　
取 8 = 0,得振动特征值问题为

(K s - Ξ2M s) ∆s = 0 (8)　
由 (8)解出 2n s个二重特征根 Ξ2

j 及对应的二个独立特征向量Υ2j - 1和 Υ2j = Iυ2nsΥ2j - 1。这里 ns是轴

的有限元模型结点数。而总的模态集为 5 = [Υ1, Υ2,⋯, Υ4ns- 1, Υ4ns
]。

3　盘—片—轴整体系统的运动方程

3. 1　伴有刚体运动的弹性盘—片运动的扇区模态描述

　　取静止坐标系O - i, j , k ,伴随盘—片作刚体运动的运动坐标系A - Ν, Γ, Φ, Ν沿盘—片的
法向 n ,盘—片的刚体扰动运动由基点A (第 j 结点)的平动 y j j + bjk 和 n 的角位移 Αj j + Βj k 表
示,于是,基点A 的平动速度和刚体角速度在运动坐标系上的投影分别为[8 ]

[v Γ, v Ν]T = R 8 [yα, zα]T　,　[w Γ,w Ν]T = R 8 [Αα, Βα]T　,　ΞΝ = 8 + (ΑαΒ - ΑΒα) ö2 (9)　
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　　盘—片上任一点 P 相对于基点A 的初始位置 rP 和变形位移 P 在旋转坐标系上的投影是

rP = [Ν, Γ, Φ]T 和 P = [u , v , w ]T ,对盘—片上每个扇区而言, Ν, Γ, Φ是整体坐标系,可取它为基

本扇区 (第一扇区)的专用坐标系,它与第 k 扇区的专用坐标系 Νk , Γk , Φk ,之间的转换关系为
Ν
Γ
Φ

= R k [Νk , Γk , Φk ]T　,　R k =

1 0 0

0 co s (k - 1) Α - sin (k - 1) Α
0 sin (k - 1) Α co s (k - 1) Α

在 k 扇区的专用坐标系中表出的变形位移 P k 为

P k = [u k , v k ,w k ]T = N [qw k
, qgk

, qw′k ]T = N A [qw k
, qgk

, qw k+ 1 ] = N{ qλk

其中N 是扇区内形函数阵, qλk 是扩充扇区 sγk 的结点广义坐标集, qw′k和 qw k+ 1分别是界面w
′
k =

w k+ 1上的结点广义坐标集在 sk 和 sk+ 1扇区的专用坐标系中的投影,它们满足 qw′k = R w qw k+ 1 ,故

A = diag{Iw , I g , R w }。于是,在整体坐标系 Ν, Γ, Φ中该变形位移可表为
P û sk

= R kP k = R kN
{ qλk (10)　

　　盘—片结点变形形态 qλk 可用盘—片振动主模态迭加而得。回转对称结构的 r≥2的变形

形态不会与刚体运动耦合[9 ] , r= 0 的变形形态也只与轴向刚体位移耦合,而这一刚体位移本
文是不考虑的。因此,在分析盘—片—轴耦合振动时,只需计入盘—片组件的单节径 (r= 1)的
振动模态 ς 1。对 k 扇区,在专用坐标系中得 qλk = ς1kC , C 是单节径模态坐标集,代入 (10)得

P û sk
= R kN

{ ς1k
C = R kN

{ 2öN R e (Z
�

1)〔I 2sco s (k - 1) Α- Iυ2s sin (k - 1) Α〕C (11)　

这里,依模态综合思想, Z�1 中只取前 2s个单节径主模态, sν n。

3. 2　用扇区模态坐标集表示的弹性盘—片动能和应变能

　　盘—片上任一点的绝对速度在 Ν, Γ, Φ系中为
V = V A + 8 r + 8 1 + 1α (12)　

r= [Ν, Γ, Φ]T 是该点相对于A 点的位置向量在Ν, Γ, Φ系中的投影。将 (9)和 (11)代入 (12) ,并令

C = R q2, R = diag (s) {R 8 }, Cα= R (qα2- 8 Iυ2sq2) ,代入动能表达式逐项积分,并利用6
N

k= 1
co s2 (k - 1) Α

= 6
N

k= 1
sin2 (k - 1) Α=

N
2

, 6
N

k= 1
co s

(
k - 1) Α= 6

N

k= 1
sin (k - 1) Α= 6

N

k= 1
co s (k - 1) Αsin (k - 1) Α= 0,得动

能
T = T 1 + T 2 + T 3 (13)　

T 1 =
m
2

(yα2 + zα2) +
J Α

2
(Αα2 + Βα2) + m d (yαΒα- zαΑα) +

8
2

J P (ΑαΒ - ΑΒα) (14)　

T 2 =
1
2

qαT2 qα2 + 8 qαT
2 (A 1 - Iυ2s) q2 +

8 2

2
qT

2 ( I 2s + 2Iυ2sA 1) q2 +
1
2

qT
2 ςT

1 K 8 ς1q2 (15)　

T 3 = [yα　zα]A 3qα2 + [Αα　Βα]A 4qα2 + 8 [Αα　Βα] (A 5 - A 4 Iυ2s) q2 (16)　

其中, T 1 是刚体动能, T 2 是纯变形动能, T 3 是耦合动能。

A j = 0 j + IυT
2s0 j I

υ
2s　　 ( j = 1, 2)　,　A j = 0 j + IυT

2 0 j I
υ

2s　　 ( j = 3, 4, 5)

0 j = R eT (Z
�

1)∫s1

ΘN{ TR jN
{ d vR e (Z

�
1)　　　　　 ( j = 1, 2)

0 j = N ö2∫s1

ΘR jN
{ d vR e (Z�1)　　　 ( j = 3, 4, 5)

R 1 =
0

Iυ2
　,　R 2 =

0

I 2
　,　R 3 = [ 0　I 2 ]
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R 4 =
Φ 0 - Φ

- Γ Ν 0
　,　R 5 = -

Γ Ν 0

Φ 0 Ν
由 K T (∆0)式知,在动平衡位置附近的盘—片扰动应变能力为

V = (1ö2) qT (5V 2ö5q2) û ∆0q = (1ö2) qT
2 [+ d 1 (2s) + ςT K 8 ς ]q2 (17)　

以上是单盘—片的结果,对每个盘—片都需作上述分析。

3. 3　盘—片—轴系统模态综合运动方程

　　取轴的模态坐标转换为
∆s = 5 q1 (18)　

其中 5 = [Υ1, Υ2,⋯, Υ2m - 1, Υ2m ],为刚盘—轴的m 对主模态 (m ν n r) ,把 (18)代入 (6)和 (13) ,得
盘—片—轴系统在模态坐标下的总动能和应变能为

T = (1ö2) qαTM qα+ 8 qαTH q + (8 2ö2) qTM cq　,　V = (1ö2) qT K q (19)　

其中 q =
q1

co l{q2j }
　　M =

I 2m
1
2

5 T row E T
j

A 3

A 4

对　称 diag ( I 2s)

H =
1
2

5 TG r5 5 T row E T
j

0

A 5 - A 4 Iυ2s

0 diag (A 1 - Iυ2s)

M c =
0 0

0 diag ( I 2s + 2Iυ2sA 1)
　,　K = diag (+ r (2m ) , d iag+ d 1 (2s)

)

+ r (2m )和 + d (2s)分别是刚盘—轴子系统和各个弹性盘—片子系统的固有频率对角阵。E j 是布尔

图 1　试验转子结构

阵,表示第 j 个盘片组件的基点A (轴上 j 结点)的广
义坐示 ∆j 在 ∆s中的位置号码: ∆j = E j ∆s。于是,盘—片
—轴全弹性耦合系统模态综合下的运动方程、相应的
广义陀螺特征值问题是为

M qβ+ 8 Gqα+ (K - 8 2M c) q = 0

(- Ξ2M + iΞ8 G + K - 8 2M c) q0 = 0 (20)　
其中G = H - H

T ,当 K - 8 2
M c 是正定阵时,特征值 Ξ

是实数, q0 是复特征向量[10 ]。显然, - Ξ和 qλ0 也是 (20)

的解, 但物理上代表同一运动, 故只需讨论 Ξ> 0 的
解。由 (18)得轴上任一点的复位移为 ∆= [y , z , Α, Β]T

= E 5 q10,正进动的判断条件是[8 ] Im (y j zλj ) > 0。

4　算例与试验研究

　　用上述理论编制了有限元程序DA SOBD ,为检验
本理论与程序,设计加工了一个试验转子,实测和计算
两者十分一致。试验转子结构见图 1。一个 8叶片平板
盘—片,固定在简支轴左端 1ö4长度处。图 2是算出的
该转子系统的Campbell图。它表示算出的涡动频率曲线 Ξi (8 ) ( i= 1,⋯, 8)。其中正进动曲线
与 Ξ= 8 的交线是临界转速计算值,实验测定了该系统不旋转状态时的横振动固有频率和旋
转状态下的临界转速值,实验值亦画于图 2中。两者的一致性证实了本理论与本程序的可
靠性。又执行了一个某发动机低压涡轮转子工程应用算例,图 3是算出的Campbell图。
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图 2　试验转子Campbell图 图 3　低压涡轮转子的Campbell图

参　考　文　献

1　谢贻权,何福保等. 弹性和塑性力学中的有限单元法. 北京:机械工业出版社, 1988

2　龚尧南,王寿梅. 结构分析中的非线性有限元素法. 北京航空航天大学出版社, 1986

3　Khader N , L oew y R G. Shaft F lex ib ility Effects on the Fo rced Response of A B laded2D isk A ssem bly. Journal of Sound

and V ibration, 1990, 139 (3) : 469- 485

4　C raw ley E F, D ucharm e E H ,M okadam D R. A nalytical and Experim en tal Investigation of the Coup le B lade D isköShaft

W h ilr of A Cantilevered T urbofan. Journal of Engineering fo r Gas T urb ines and Pow er, 1986, 108: 567- 571

5　L ow ey R G, Khader N. Strctu ral D ynam ics of Ro tating B laded- D isk A ssem blies Coup led w ith F lex ib le Shaft M o tions.

A IAA J. , 1984, 22 (9) : 1319- 1325

6　王文亮等. 盘—片耦合系统固有模态分析—CN 群上对称结构的模态综合. 固体力学学报, 1988 (1)

7　T hom a D L. D ynam ics of Ro tationally Periodic Strnctu re. In ternational Journal fo r num erical M ethods in Engineering,

1979: 81- 102

8　张文. 转子动力学理论基础. 北京:科学出版社, 1991

9　胡海昌. 多自由度结构固有振动理论. 北京:科学出版社, 1987

10　张文,张慧生等. 大型陀螺特征值问题的一个高效算法. 航空动力学报, 1993, 9 (2)

(责任编辑　魏星禄)

421 航 空 动 力 学 报 第　9　卷


