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大型陀螺特征值问题的一个高效算法*

上海复旦大学　　张　文
* *　张慧生　包华丽

【摘要】　提出了求解大型广义陀螺特征值问题的一个高效算法。先通过平面镜象变换,把 N 阶反

对称阵化为 n 阶三对角形式的反对称阵, 再利用这个特殊形式的反对称阵, 把问题化为 [ n/ 2]阶的

三对角正定对称阵的普通特征值问题, 大大节约了算机容量和运算时间。计算实例证实了本方法

的快速和高效性。
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1　序　言

　　对盘—片—轴耦合系统作动力分析,导至求解下列特征值问题 [ 1]

(�2M + �G + K ) q = 0 ( 1)　

其中M、K 是正定对称阵, G 反对称阵。( 1)可改写为

(�F + E) Z = 0 ( 2)　

其中 F =
M

　K
　,　E =

　G　K

- K　0
　,　Z =

�q
q

F 是正定对称阵, E 反对称阵, Z 状态向量。对正定阵作 Cho lesky 分解 F= L L
T
, 式( 2)化为

(�I + B) X = 0 ( 3)　

B= L
- 1
EL

- T , X = L
T
Z, B 是反对称阵。( 3)称为标准陀螺特征值问题。以后我们只讨论标准陀

螺特征值问题。转子动力学中涉及高转速转子系统的涡动分析,都要涉及陀螺特征值问题,对

陀螺特征值问题的研究远不如振动特征值问题那样成熟与完善。Paardekooper
[ 2]提出了拟 Ja-

cobi法; Gupta
[ 3、4]
利用了 Sturm 序列的迭代; Bauchau

[ 5]
把Lanczos 法作了推广。上述诸方法主

要适用于小型陀螺特征值问题。Meirovitch
[ 6]
把n阶陀螺特征值问题化到同阶的正定对称阵的

普通特征值问题,从而可套用后者的许多成熟算法与程序, 但运算中要涉及 n阶矩阵求逆, 因

此问题阶数不能过大。

本文提出求解( 3)的一个新算法,把 n 阶陀螺特征值问题简化到[ n/ 2]阶的正定对称阵的

普通特征值问题。主要利用了平面镜象变换。本方法保留了Meir ovitch 方法的优点,而且减缩

掉问题的一半阶数,从而适用于求解大型陀螺特征值问题。

2　反对称阵的的三对角化、陀螺特征值问题的转换

　　采用平面镜角变换( Householder 变换) [ 7] ,可把反对称阵三对角化。设两个模长相等的 r 维向

量u r= [ u1 ,⋯, u r ] T 和 v r= [ v 1, ⋯, v r ]
T ,满足�u r�= �v r� ,于是,平面镜象变换可把ur 变换成 v r :
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v r = Qru r ( 4)　

其中 Q r = I r - 2{〔( u r - v r ) ( u r - v r ) T〕/〔( ur - v r ) T ( u r - v r )〕} ( 5)　

不难直接证明, Qr 是正交对称阵。设反对称阵 B 的元素是 bij ,取 n- 1维向量

un- 1 = [ b12, ⋯, b1n]
T
　,　v n- 1 = [ b1 ,⋯, 0]

T
( 6)　

其中 b1= �
n

j= 2

b
2
1j。把( 6)代入( 5) , 得 Qn- 1 ,取 H 1=

1

　Q n- 1

于是 H
T
1BH 1 = H

T
1

0 u
T
n- 1

- un- 1 B
( 0)
n- 1

H 1 =
0 v

T
n- 1

- v n- 1 B
( 0)
n- 1

其中B
( 1)
n- 1= Q

T
n- 1B

( 0)
n- 1Qn- 1。重复上述步骤, 其中取H r=

I r

　Qn- r

, 经n-2次 Householder 变换,

B 就被化成三对角反对称阵

P = H
T
BH =

0 b1

- b1 0 b2

- b2 0 b3

0 bn- 1

- bn - 1 0

( 7)　

其中H = H 1H 2⋯H n- 2仍是正交对称阵。

不难证明,陀螺特征值问题( 3)的特征根是纯虚数 �= �i, 现令 x= H q 代入( 3) ,得

( i�I + P ) q = 0 ( 8)　

其中 P 为( 7)式。P 是一个十分特殊的反对称阵, 如果把 q 中的奇数序元素与偶数序元素分别

集中依序排列, ( 8)可改写为

　 - P
T
d

Pd

qd

qe
+ i�

qd

qe
= 0 ( 9)　

其中 qd= col
j奇数

{ qj } , qe= col
j偶数

{ qj } ,

Pd =

- b1 b2

- b3 b4

bn- 2

bn- 1
n
2
×

n
2

　　　( n为偶数时)

Pd =

- b1 b2

- b3 b4

- bn- 2 bn- 1
n- 1
2 ×

n+ 1
2

　　　( n为奇数时) ( 10)　

打开( 9) ,并由此得

( A - �2I ) qe = 0　,　qd = - ( i / �) P T
dqe ( 11)　

其中A = PdP
T
d
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A =

b
2
1 + b

2
2 - b2b3

- b2b3 b
2
3 + b

2
4 - b4b5

- b4b5

b
2
n- 3 + b

2
n- 2 - bn- 1bn- 2

- bn- 2bn- 1 b
2
n-1 n

2
×

n
2

　　　( n为偶数时)

A =

b
2
1 + b

2
2 - b2b3

- b2b3 b
2
3 + b

2
4 - b4b5

- b4b2

b
2
n- 4 + b

2
n- 3 - bn- 3bn- 2

- bn- 3bn- 2 b
2
n- 2 + b

2
n-1

n- 1
2
×
n+ 1
2

　　( n为奇数时)

A 是一个[ n/ 2]阶的正定对称阵, 这样,就把 n阶陀螺特征值问题( 3)简化为[ n/ 2]阶的正定对

称阵的普通特征值问题( 11) ,大大地降低了自由度数。而且,由于 A 是三对角稀疏阵, 可套用

许多有效的现成程序求解, 因此, 该法改善了Meirovitch 方法。由( 11)求出特征根±�j 和特征
向量 qe j后,由( 11)求出 qd j ,把 qe和 qd 的元素重新交叉排列成 qj 后,即求得陀螺特征值问题的

特征解

�j = ± �j　,　x j = H qj ( 12)　

　　当 n为偶数时,用上述方法可求出全部特征解。当n 为奇数时, A 的阶数为( n- 1) / 2,故用

上述方法仅解出( 3)的 n- 1个根,还有一个是零特征根 �n= 0,此时( 9)退化

Pdqd = 0　,　P
T
d qe = 0 ( 13)　

此处 P d取( 10)。它的秩是( n- 1) / 2,故( 13)第 2式只有零解 qe
n
= 0, 而( 13)第 1式有非零解

qdn ,由此得特征向量。

本方法不仅保留了 Meiro vitch 方法的优点, 即把问题转化为正定对称阵的普通特征值问

题,而且利用了反对称阵特征根正负成对出现的性质,把问题阶数降低了一半,大大节省了算

机容量和算时,因此,本方法特别适用于求解大型陀螺特征值问题。

3　算　例

　　把上述算法编制了程序,进行了实例计算。

算例 1　取式( 2)中的F 和E 为文献[ 6]中的实例,由此算出式( 3)中的B 为

B =

0 - 50 - 60 0 0 18. 9737

50 0 0 - 60 - 18. 9737 0

60 0 0 - 50 0 0

0 60 50 0 0 0

0 18. 9737 0 0 0 25

- 18. 9737 0 0 0 - 25 0

求出的特征值和特征向量如表 1,它和文献[ 6]完全一致。
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表 1　特征值和特征向量

�1= 2. 5236 �2= 33. 8111 �3= 111. 3348

u1 v 1 u1 v 1 u1 v 1

0

- 0. 0607

3. 1873

0

0

0. 4860

- 0. 0607

0

0

- 3. 1872

0. 4860

0

0. 0425

0

0

3. 5625

0. 8684

0

0

- 0. 0425

3. 5625

0

0

- 0. 8684

- 0. 0750

0

0

4. 5989

0. 0990

0

0

0. 0750

4. 5989

0

0

- 0. 990

算例 2,构造反对称阵B 为

B =

0 - 20 0 4 0 8 0 0

20 0 - 4 0 - 8 0 0 0

0 4 0 - 20 0 0 0 8

- 4 0 20 0 0 0 - 8 0

0 8 0 0 0 - 20 0 4

- 8 0 0 0 20 0 - 4 0

0 0 0 8 0 4 0 - 20

0 0 - 8 0 - 4 0 20 0

求得正特征值为 �1= 8. 0000, �2= 16. 0001, �3= 24. 0001　,　�4= 32. 0000,精确到 0. 0001。
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