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【摘要】　提出旋转转子叶片在轴线发生平面偏转时的振动问题。在非线性曲杆理论的基础上, 建

立了在陀螺力作用下叶片振动的微分程及其求解方法, 并进行了数值分析。结果表明, 安装角在

不同取值范围和不同转速范围对叶片振动的影响是完全不同的。对于无扭向叶片在低转速下, 安

装角对振动的影响是显著的; 而在高转速下则是很微弱的。当安装角在某个较大的范围取值时, 可

有效地减弱该运动状态所导致的振动。
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统计资料表明, 绝大多数一等空中事故都发生在飞机起降, 拐弯等机动飞行状态 [ 1] , 特别

注意到该状态下有文献 [ 2, 3] 报导的一类由于叶片折断导致的严重事故。还有 1969年某型

飞机空中拐弯时叶片折断造成一等事故。机动飞行时叶片 (此时叶片处于复合转动状态) 上

作用的随时间周期性变化的陀螺力将使叶片发生受迫振动。文献 [ 4] 对复合转动状态的叶片

振动进行了一定的研究, 但计算模型和理论过于简单。为此本文借助于非线性曲杆理论, 研

究了有关复合转动时 (扭曲) 叶片的振动问题。建立了描述陀螺惯性力作用下弯曲振动的偏

微分方程。并给出了不同特性参数情形安装角对无扭向叶片影响的数值计算结果, 得到了一

些有益的结论。

1　动力方程的确定及求解方法

　　现在来推导弹性悬臂扭曲叶片的运动方程, 假定叶片与轮盘刚性联接; 现引入下列右手

直角坐标系: OXYZ 座标原点位于转子中心的惯性座标系; Oxy z 与转子紧固在一起。Ox 轴

线穿过叶片根部横截面中心; OZ 与转子轴线重合, 并假定 OZ 和 Oz 重合。假设转子以常转

速 �旋转, 同时其轴线以常转速 �o 绕 OY 轴平面转动, 且有 �o� � 。
由于叶片伸长引起的纵向位移远小于弯曲引起的挠度, 因此纵向位移可以忽略。计及离

心力作用对叶片运动的影响, 现引入空间柔性扭曲杆运动方程的一般形式。取长为ds 的微元,

并将其与坐标系 ( u, v , w ) 相联, 原点位于微元横截面的形心, 坐标轴 w 沿弹性线切线方

向, u和 v 轴为横截面的主惯性轴。同时沿杆弹性线引入单位矢自然坐标系 ( n
�, b

�, ��) , n
�为

其主法向, b
�沿副法向, ��沿切向。单位矢量n

�与u 轴之间的夹角用  表示, 弹性线上点的位

置由叶片根部截面计起的坐标 s确定。假定沿叶片弹性线 s分布的惯性力载荷为 f
� ( s)。在载

荷 f
�
s、内弹力 F

 
和矩 M

!
作用下变形杆微元体 ds的动平衡方程可写成下列形式

[ 5, 6]
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　　矩 M
! 可通过其在坐标轴 u, v 及w 上的分量M u、M v、Mw 与弯曲刚度 A、B 及扭转刚度

C 表示出来。方程组 ( 1) 有 15阶, 但下列 3个首次积分:

∀��∀ = 1　,　∀n�∀ = 1　,　�� #n� = 0 ( 2)

可使方程组降至 12阶。因此为确立有关扭曲杆双边值问题务必给定 12个独立边界条件。它

们可从杆相应边界静力学和运动学条件来确定。

杆在复合转动下, 惯性力分布矢量 f
� ( s) 由绝对加速度a

�和杆线密度∀ ( s) 来确定, 显然 f
�

( s) = - ∀ ( s) a
�, 根据哥氏公式[ 7]可求出加速度a

�在坐标系Oxy z 中各矢量分量的表达式。

以上方程组的边界条件: 叶片与转子刚性连接处位移为零, 边界条件可写为 ( s= 0) :

x ( 0) = 0　,　y ( 0) = 0　,　z ( 0) = 0　,　�x ( 0) = 0　,　�y ( o) = 0　, 　�z ( 0) = 0

nx( 0) = 0　,　ny ( 0) = q( 0) sin#+ p ( 0) cos#
p

2 ( 0) + q
2 ( 0)

　,　nz ( 0) = q( 0) cos#- p ( 0) sin#
p

2( 0) + q
2 ( 0)

( 3)

上述方程中只有 6个方程是独立的。而在叶片的自由端 ( s= S ) , 外力与矩等于零, 故:

Fu ( S) = 0　,　Fv( S ) = 0　,　Fw ( S ) = 0

p ( S ) = 0　,　q( S ) = 0 　,　r( S ) = 0 ( 4)

　　条件 �� �o 允许将叶片运动分成两个基本状态。第 1状态, 以匀角速 �旋转时, 叶片在

坐标系 Oxy z 中处于相对平衡状态, 假定弹性线与离心力方向一致, 仅仅受径向离心力 Fw , 对

轮盘半径为 R, 线密度为 ∀杆, Fw= 0. 5∀�2
( S - s) ( 2R+ S - s)。第 2个状态, 在该状态由

偏转角速度 �o 引起的陀螺力, 使得叶片在第 1状态的 “邻近”发生了相对于第 1个状态的弯

曲微振。这样对运动状态的分解可对方程 ( 1) - ( 4) 在第 1个状态的邻域内进行线性化并

用之描述叶片在第2个状态的运动特性。为此将 ( 1) 前两个方程和其余矢量方程分别在 ( u,

v , w ) 与 Oxy z 坐标系中展成标量方程, 并同边界条件一起做线性化处理。

( 1) - ( 4) 的线性化方程组包含有对两个独立的变量 s 和 t导数, 使得这个线性化系统

成为一个偏微分方程组。为将该线性化方程组化为相对于矢量函数 x
�= (△Fu , △Fv , △Fw , ⋯,

△x , △y , △z ) 的常微分方程组求解, 将其每个分量表示成 x i ( s, t ) = x
s
i ( s) sin�t+ x

c
i ( s)

co s�t。这里 i= 1, 2, ⋯, N ; N = 15为求解函数的数量。把函数 sin�t和 cos�t作为坐标, 利

用投影法和平均法对 ( 1) - ( 4) 的线性化方程组进变换, 可得到30阶对变量 s 的常微分方程组:

x
�′= A ( s) x� + �of� ( s) ( 5)

这里 A ( s) 为系数矩阵; f
�

( s) 为等式右侧矢量, 可由加速度增量形式表示出来, x
�
上角的

撇代表对 s 的导数。

由方程 ( 3) 和 ( 2) 可推导出方程组 ( 5) 在 s= 0的线性化边界条件:

Bx
�

( 0) = 0　,　Dx
�

( 0) = 0 ( 6)

　　由方程 ( 6) 可得到 s= S 上的线性化边界条件:

Fx
�

( S) = 0 ( 7)

这里矩阵B、D 和 F 相应的维数为 12×30, 6×30, 12×30。

为求解 x
� ( s)

[ 6]我们由分量 x i ( s) ( i= 1, 2, ⋯, 30) 中选取这样 12个分量 x j ( s)、x j
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( 0) 的任意取值都不破坏方程 ( 6)。将未知量 x i ( s) ( i= 1, 2, ⋯, 30) 重新编序, 以便序

号 j 按下列顺序 j = 1, 2, ⋯, 12取值, 式 ( 5) - ( 7) 解可表示成下列形式: x
� ( s) = y

�
��o

+ Y
 ( s) C

�。这里 y
�

� ( s) 为以下方程组在零边界条件时 Cauchy 问题的解:

dy
�

�/ d s = A ( s) y
�

� + f
�

( s) ( 8)

　　Y ( s) 为以下方程组大小为 30×12的解矩阵:

dy
�

/ d s = A ( s) y
�

( 9)

此时, 取初始条件 y j ( 0) = ( ∃j1, ∃j2 , ⋯, ∃j12 ) ( = 1, 2, ⋯, 12) 为独立变分条件, 其余变

量 y i ( 0) ( i= 13, 14, ⋯, 30) 初始条件由公式 ( 6) 确定。∃ik 为Cronecker 符号。常矢 C
�

=

( C1 , C2, ⋯, C12 )
T
这样选定, 以便满足由 ( 7) 得出的方程: �oFy� � ( S) + FY

 
( S) C

�
= 0。

解决该应用的问题的难点在于建立矩阵函数Y ( S) 和矢量函数 y
�

� ( S )。它们用 11阶 Ever hart

法积分方程组 ( 8)、( 9) 求得。

2　算例及结果分析

　　选取了下列转子的几何和物理参数: 曲率 p = q= 0, 叶片长度 S= 1 m , 假定叶片为常截

面, 取弯曲刚度 A = 875 N·m
2, B= 21875 N·m

2 , 扭转刚度 C= 1179. 9 N·m
2 , 材料密度

!= 7. 9×103 kg / m3 , 转子工作转速为 0≤�≤300 rad/ s, 转轴偏转角速度�o= 2. 5 r ad/ s; 叶片

安装角 0°≤#≤90°; 轮盘半径 R= 0. 05 m; 为便于分析安装角的影响, 取叶片为无扭向, 即扭

角 %= 0°。这里叶片安装角 #指的是叶片根部截面主惯性轴 u (接近于叶弦方向) 与旋转平面

(或 y 轴) 的夹角; 叶片扭角 %指的是尖部截面与根部截面的相对扭转角。利用以上初始参数
及所建立的算法对上述问题进行数值求解, 得到了无扭向叶片 ( %= 0) 复合转动状态下安装角

与振动位移及振型的有关曲线 (如图 1- 3)。

图 1　叶片在两个平面的幅频特性 ( %= 0) 图 2　叶片在两个平面的振型 ( #= 30°, %= 0)

图 1横轴代表转子工作转速 �, 纵轴代表沿 Oy 和 Oz 轴叶尖振动的位移△y ( S ) 和△z

( S)。图中给出了 3个不同安装角 (图中○为 #= 30°, △为 45°, □为 60°) 所对应的 3对叶尖

位移随转速的变化曲线。由图可见, 不同安装角的叶片在两个平面的振动位移在转速 �≈50

rad/ s附近达到各自相应的峰值, 发生大幅值振动; 并以该转速值为中心, 大体在 0< �< 180

rad/s 范围内 (这里暂且称之为低转速) , 当转速远离该中心时, 振幅逐渐减小。当转速 �> 150

rad/ s (暂称为高转速) 时不同安装角的叶片在两个平面的振动十分微弱, 幅值甚小, 且均处

于同一水平, 此时所有位移随转速的变化十分平坦近乎于水平线。这说明复合转动的无扭曲

叶片发生纯弯振动时, 在低转速下陀螺力矩要比离心力矩大得多, 而高转速时, 由于离心力

与转速的平方成正比, 因此离心力矩要大于陀螺力矩, 这样叶片便被强大的离心力“限制”在
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平衡位置的 “近邻”微弱振动。因而可以说, 低转速时, 安装角对振动的影响是显著的, 高

转速时则相反。

图 3　叶尖在两个平面振动的位移

随 #的变化

图 2是当转速 �= 100, 200, 300 rad/ s (图中分别以○、

△、□表示) , 安装角#= 30°时, 叶片复合转动时在旋转平

面和轴向平面振动所对应的振型。图 3给出了安装角对振

动位移的影响, 由于这时我们只改变安装角, 而转子和叶

片的其余参数均保持不变, 在这个前提下, 由力与位移最

基本的关系出发, 并假定离心力的影响可忽略不计, 此时

不难得到某个转速下关于叶片位移和安装角的粗略关系:

即轴向位移△z 按安装角余弦的平方规律变化, 而周向位

移则是按安装角两倍的正弦规律变化。图 3 中当 �= 100

rad/ s时 (图中以○表示) 叶尖位移 (△y ( S )、△z ( S ) )

随安装角 #在两个平面的变化曲线正显示了这一点—叶尖
在旋转平面的位移近似于 sin2#的规律, 在轴向平面近似于 co s2#规律, 其中的偏差是由于只

考虑了叶片复合转动时的陀螺力矩, 而忽略了离心力矩所致。当 �= 200, 300 rad/ s时 (图中

分别以△、□表示) , 上述叶尖位移规律消失, 因为高转速时离心力影响是不能忽略不计的,

而上述规律是在忽略离心力的前提下得到的。高转速时由于离心力的影响, 叶尖位移随安装角

的变化非常微小。为此我们用本文的方法通过计算更高转速的情况 ( �在400- 1000 rad/ s以上)

证明了这一点, 也就是说高速时安装角对无扭向叶片振动的影响很小, 甚至可以忽略不计。

综合以上分析, 可以得到下列结论, 复合转动时不同安装角的无扭向叶片在低转速时可

能伴随着程度不同的大幅值振动, 但在高转速的情况下, 叶片的振动大为减弱, 同时安装角

对振动的影响随之大减, 甚至可忽略不计。另外当安装角在某个范围 (比如 45°≤#≤90°) 增

大时, 叶片在两个平面的振动在整个转速范围内同时有效地得以削弱。这给了我们两点不很

成熟的启示: ( 1) 低转速时飞机不宜做 (剧烈地) 曲线运动; ( 2) 叶片设计中, 若能选取足

够大的安装角, 则可有效地遏制机动飞行时叶片所造成的振动; 从而可提高叶片的工作寿命。

需强调的是, 以上结论仅适合于无扭曲叶片。对于扭曲扭叶片, 其振动情形将大为复杂。

作者对 �. �.  !∀#∃%教授对本文的重大指点表示衷心感谢!
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