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计算斜齿轮弯曲应力的应力影响矩阵法
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【摘要】　提出了计算齿轮弯曲应力分布过程的应力影响矩阵法。通过建立齿面柔度矩阵和齿根弯

曲应力矩阵, 该方法只需经过一次有限元计算便可获得斜齿轮在整个啮合过程中轮齿弯曲应力三

维分布的变化规律。通过对计算结果和斜齿轮弯曲应力测量结果进行比较,证明本文提出的计算

方法不仅具有较高的精度, 而且极大地节省了计算机内存和计算时间。
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1　前　言

　　按照国际标准
[ 1]
和据此制定的国标, 齿轮弯曲强度计算以单齿啮合区上界点作用载荷时

的齿根弯曲应力为危险应力。对于斜齿轮来说,此结论仅能作为一种粗略的估算。因为斜齿轮

的齿间载荷分配关系受许多因素影响 [ 2] ,很难确定危险载荷点。另外,在齿轮啮合过程中,载荷

是作用在齿面接触线上的, 由于接触线的移动而使齿面载荷位置和分布发生变化,进而引起齿

根弯曲应力发生变化。对于高速齿轮来说,由此而产生的动载荷是不容忽视的
[ 3]
。载荷的波动

也使得最大应力载荷点在事先无法确定。因此,对于高速重载齿轮,必须计算出整个啮合过程

中轮齿齿根弯曲应力分布过程, 找出其中的应力最大值, 从而满足动强度与可靠性计算要求。

若需要计算斜齿轮在啮合过程中,当载荷在齿面移动时齿根弯曲应力的变化过程,则需要

反复用有限元计算,这为工程应用造成了困难。作者提出一种应力影响矩阵方法,该方法只需

经过一次有限元计算便能得到齿面载荷分布和齿根弯曲应力三维分布的变化过程。该方法既

具有有限元计算的精度,又极大地节省计算时间。

2　齿根应力影响矩阵的概念与计算

轮齿的有限元模型。以一对斜齿轮为例,推导斜齿轮齿根弯曲应力过程的计算方法。这对

斜齿轮的参数为: 齿数 Z1= 16, Z2= 32; 齿宽 B= 35 mm ;模数 M n= 6 mm ;螺旋角 �= 16°15′

37″;压力角 �= 20°; 变位系数 X n1= X n2= 0;旋向:小轮右旋;输入载荷 383 Nm。

轮齿有限元网格的生成与啮合无关,单元沿齿长方向和齿高方向都可以尽量等距划分,因

此生成的单元形状比较规则,计算精度高, 并且容易在计算机上实现网格自动生成 [ 4]。图 1所

示就是采用由作者编制的程序生成的前述所列大齿轮轮齿的有限元网格,单元类型为 20结点

等参元,模型包括 96个单元 661个结点,沿轮体部分左、右及下侧均取作固定结点。

齿面网格结点的齿根应力矩阵。在弹性范围内, 齿面载荷与齿根弯曲应力值之间具有正比



图 1　轮齿有限元模型

关系,并且这一关系已广泛应用于 ISO 和各国的齿轮标准

中。因此,向齿面各结点依次施加单位法向载荷,计算出相

应的齿根弯曲应力分布情况即相应的弯曲应力影响矩阵,

则两轮齿啮合时沿齿面各接触线施加分布载荷时的齿根弯

曲应力即可根据上述正比关系很方便地应用叠加法求得。

这就是应力影响矩阵的应用基础。

计算齿根工作应力必须首先知道载荷在齿面的分布,

而载荷分布可通过齿面柔度矩阵用数学规划方法解出
[ 4]
。

因此, 齿根弯曲应力计算的关键是齿面柔度矩阵和弯曲应

力影响矩阵。本文定义齿面网格结点的齿根弯曲应力影响

矩阵为[ S0 ] k×m, k 为工作齿面网格结点数, m 为两侧齿根面

结点数,元素S 0ij表示当齿面网格结点 i作用一单位法向力时,齿根结点 j 的弯曲应力值。齿面

网格结点柔度矩阵与齿根弯曲应力矩阵可由图 1所示的模型经过一次有限元计算一起解出。

具体步骤为: ( 1) 依次向工作齿面网格结点施加单位法向力; ( 2) 应用有限元程序计算各结点

位移; ( 3) 取出工作齿面网格结点的位移值,计算齿面柔度矩阵; ( 4) 用数学规划法求解齿面

载荷分布; ( 5) 取出两侧齿根单元结点位移, 计算齿根面结点的弯曲应力,形成齿根弯曲应力

矩阵; ( 6) 计算齿根弯曲应力过程。齿根面结点弯曲应力采用最小二乘法在两侧齿根过渡区域

分别进行应力修匀。

3　齿根弯曲应力过程的计算

齿面接触线结点应力矩阵。齿面接触线及接触线上结点的生成,须按啮合理论先在啮合面

上形成,并分别对应到主、从动齿轮的工作齿面上[ 4]。定义齿面接触线结点应力矩阵为[ S] n×m,

n为被计算齿轮工作齿面接触线结点数,元素 S ij表示当齿面接触线上结点 i 作用一单位法向

力时齿根结点 j 的应力值。S ij可由有限元计算得到的 S 0ij在啮合面上经二元插值获得。

图 2　啮合面上的接触线与网格

齿面载荷分布。在齿轮啮合过程中,载荷是作用在齿面

接触线上的, 由啮合理论可确定每一瞬时的同时啮合齿的

对数及每对齿上的接触线位置; 再以齿面柔度矩阵为基础,

通过数学规划法可获得齿面载荷分布
[ 4]
。对于图 1所示的

被计算齿轮, 齿面共生成 11条接触线(包括进入啮合时, 此

时接触线长度为一个点)。图 2中:·为啮合面上的网格结

点 (插值结点) ,其值为 S 0ij ;×为接触线结点(插值点) , 由

二元插值计算得到被插值 S ij。

齿根弯曲应力过程。定义: [ L ] l×n = diag ( [ L 1 ] 1×n1 ,

[ L 2 ] 1×n2, ⋯⋯, [ L l] 1×nl )为载荷分布矩阵; l 为齿面接触线

条数, 在本文例中为 11; [ L j ] 1×nj为第 j 条接触线上每个结

点的载荷; nj 为第 j 条接触线上的结点数, nj 应满足关系式:∑
l

j= 1
nj = n 。齿根弯曲应力过程由

[  ] l×m= [ L ] l×n·[ S] n×m计算。[  ] l×m为弯曲应力过程矩阵;第 j 行表示当齿面第 j 条接触线具

有[ L j ]的载荷分布时, 齿根面 m 个结点上的弯曲应力分布; 第 i列表示当接触线在齿面移动

时,齿根面第 i个结点的弯曲应力过程;则 l 个行向量表示当齿面 l 条接触线分别加载时,齿根
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面 m 个结点的弯曲应力过程。

齿根面各结点的 6个应力分量分别由上述方法计算得到,然后按强度理论合成,得到强度

计算所需的最终结果。

4　齿根弯曲应力过程的计算结果与测量结果

改变齿根弯曲应力测量装置中楔块的角度,能够得到不同的啮合位置,相对应于在不同的

接触线上加载。应变片尺寸为: 1. 6 mm×1. 2 mm (基长×基宽) ,粘贴在轮齿两侧齿根30°切线

部位,沿齿宽等距各贴 5片。

图 3　齿根应力计算值和测量值

图 3中( a)、( b)分别为轮齿受拉侧的计算应力波形和测量应力波形, B1～B5 为应变片粘

贴位置,横坐标 l 为齿面加载接触线位置。图中所示最大弯曲拉应力的计算值为 86. 3 M Pa,实

验测量值为 90. 6 M Pa ,相对误差为 4. 7%。比较波形可见,计算结果与测量结果是吻合的, 证

明本文提出的计算方法具有较高的精度。当载荷过程为动载荷时, 计算得到的应力就是动应力

过程,该方法可用于高可靠性要求的高速齿轮计算, 也可推广到任何类型的齿轮强度计算。

5　结　论

( 1) 根据齿面载荷量与齿根弯曲应力值之间的正比关系, 提出了弯曲应力影响矩阵的概

念及其应用。( 2) 应力影响矩阵法通过载荷分布矩阵与弯曲应力矩阵的乘积,获得齿根弯曲应

力分布的变化过程,极大地节省了计算工作量, 并且保持了有限元法的计算精度。( 3) 齿根弯

曲应力的测量结果与计算结果相符, 证明了该方法的精确性和有效性。
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RELIABILITY DESIGN OF TURBINE PART VIBRATION
Shi Jinyuan, Lin Zhenkun, Gong Hansheng

( Shanghai Power Equipment Research Institute, Shanghai　200240)

ABSTRACT　　　　This paper presents a reliability design method o f tur bine par t vi-

br at ion, based on convent ional vibr at ion design method for turbine parts. T he method consid-

er s excitation for ce f requencies, natural f requencies and vibrat ion responses o f turbine parts

as random variables according to actual condit ions. T he r eliabil ity fo r the vibrat ion design o f

parts is estimated by means of probabilist ic design. Methods fo r determining the distr ibution

parameters o f design magnitudes are given together w ith rel iabilty calculat ion models for dis-

tancing fr om resonance and limit ing vibrat ion response. Reliabil ity design methods of rotor s

and bear ings as w ell as blades are elucidated w ith some pract ical ex amples.

Key words　Turbomachines　Reliability design　Parts　Vibrat ion

A STRESS INFLUENCING MATRIX METHOD FOR

CALCULATING BENDING ROOT STRESSES
OF HELICAL GEARS
Zhao Ning and Fang Zongde

( 10th Dept. Northwestern Polytechnical University　710072)

Sun Xuemei
( Xi′an Polytechnical College)

ABSTRACT　　　　A method of the st ress influencing matrix is pr opo sed for calculat-

ing bending str ess courses on teeth roo t of the helical gears. The st ress influencing matrix o f

mesh nodes on the sur face of the gear teeth and on nodes of its contact lines is established by

using 2- D interpo lation and then is mult iplied by the load dist ribut ing matrix on the nodes.

Therefo re, the bending st ress courses on the gear teeth root are obtained. By means of gener-

ating the flex ibility matrix on the gear teeth root the f inite element calculat ion o f this method

is only needed once to obtain the dist ribut ing condit ions of loads on the wo rking surface o f

the gear teeth and dist ribut ing condit ions of the bending st resses on r oot sur face of the gear

teeth for w ho le meshing period. T he calculated results are compared with the experimental

data. It is pr oved that the method of the st ress inf luencing matr ix is as accurate as the finite

element method, but can save computer memor y and calculat ing time to a g reat extent .

Key words　Helical g ears　Bending st ress　Finite elements　Matrices

TECHNICAL NOTES

DERIVATION OF MISSION DUTY CYCLES
FOR A TRAINER ENGINE

Song Yingdong and Shang Weijun
( 3th Dep t. Nanj ing Unversity of Aeronautics and Astronautics, Nanj ing　210016)

ABSTRACT　　　　The main object ive of this study is to establish a method for deriv-

ing engine mission duty cycles. Seven typical t raining prof iles o f a tr ainer eng ine are reco rd-

ed. T he fl ight mission m ix is obtained from stat ist ics of the t rainer eng ine operat ions on

fields. Based on the typical f light mission prof iles and the m ission m ix , the mission duty cy-

cles of the t rainer engine are derived which can be used as a design load requirements for a
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