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三参数幂函数回归分析

北京航空航天大学　　傅惠民3 3

【摘要】　本文给出了一种三参数幂函数回归分析方法。根据该方法,可以通过散点试验测定高置

信度、高可靠度的三参数幂函数性能曲线。它不但适用于异方差情况,而且与传统的成组试验法相

比,既可节省大量试件又具有更高的精度。

　主题词:　回归分析　可靠性分析　置信限

1　三参数幂函数回归分析方法

　　三参数幂函数是工程中常见的一类性能曲线,例如 P 2S 2N 曲线和 P 2Ε2− 曲线[1 ]。由于还

经常伴随着异方差情况,所以,过去主要采用成组试验法进行测定。但成组试验需要大量试件,

而且测试精度又低,特别是在测定高置信度、高可靠度的性能曲线时,其费用和误差之大都使

工程上难以接受。为此,下面将给出一种既省试件、精度又高的三参数幂函数回归分析方法。

设 y～N (a+ bln ( t- Ε) , Ρ2 ( t) ) ,即

y = a + bln ( t - Ε) + e (1)　

或

y = a + bx + e (2)　

式中

x = ln ( t - Ε)　,　e～ N (0, Ρ2 ( t) )　,　Ρ( t) = Ρ0〔1 + Η( ln t - x 0)〕 (3)　

其中 a、b、Ε、Ρ0、Η和 x 0 均为待定参数。如果 ( t1, y 1) , ( t2, y 2) ,⋯, ( tn , y n)是通过 n 次独立试验得

到的一个样本,那么 a、b、Ε和 Η的估计量将由下列诸式给出
a
δ = yθ - b

δ
xθ (4)　

bδ= lx y ölx x (5)　

E 1 (Ε, Η) =
lx Ε

lx x
-

ly Ε

lx y
= 0 (6)　

E 2 (Ε, Η) = ly y Η +
l2

x y

l2
x x

lx x Η - 2
lx y

lx x
lx y Η = 0 (7)　

式中

x 0 =
1
n 6

n

i= 1
ln t i　　　　　　　　　　　 I ( t, Η) = 1 + Η( ln t - x 0)

x i = ln ( ti - Ε) x Εi =
1

ti - Ε
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xθ = 6
n

i= 1

x i

I 2 ( ti, Η) 6
n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η) yθ = 6

n

i= 1

y i

I 2 ( ti, Η) 6
n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η)

xθΕ = 6
n

i= 1

x Εi

I 2 ( ti, Η) 6
n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η) lx x = 6

n

i= 1

(x i - xθ) 2

I 2 ( ti, Η)

ly y = 6
n

i= 1

(y i - yθ) 2

I 2 ( ti, Η) lx y = 6
n

i= 1

(x i - xθ) (y i - yθ)
I 2 ( ti, Η)

lx Ε = 6
n

i= 1

(x i - xθ) (x Εi - xθΕ)
I 2 ( ti, Η) ly Ε = 6

n

i= 1

(y i - yθ) (x Εi - xθΕ)
I 2 ( ti, Η)

lx x Η = 6
n

i= 1

(x i - xθ) 2 ( ln ti - x 0)
I 3 ( ti, Η)

(8)　

ly y Η = 6
n

i= 1

(y i - yθ) 2 ( ln ti - x 0)
I 3 ( ti, Η)

(9)　

lx y Η = 6
n

i= 1

(x i - xθ) (y i - yθ) ( ln ti - x 0)
I 3 ( ti, Η)

(10)　

　　首先可由式 (6)和 (7)联立求出 Ε和 Η,然后再由式 (4)和 (5)求得 aδ、bδ。式 (6)和 (7)可采用

下述双二分法求解:对于给定的 Εδ,设 Ηδ满足 E 2 (Εδ, Ηδ) = 0,则当 Η′< Ηδ时,有 E 2 (Εδ, Η′) > 0;当 Η′>
Ηδ时,有 E 2 (Εδ, Η′) < 0,所以可很容易通过二分法求得Ηδ。然后再计算 E 1 (Εδ, Ηδ) ,如果 E 1 (Εδ, Ηδ) > 0,

则 Εδ< Ε;如果 E 1 (Εδ, Ηδ) < 0,则 Εδ> Ε,故又可用二分法并重复前一二分法求得使E 1 (Ε, Ηδ) = 0的 Ε,

此时 Ηδ也即为所要求的 Η。如果 E 1 (Ε, Η)和 E 2 (Ε, Η)的零点不在 Ε或 Η所允许的区间内,则可取

与该零点最邻近的边界点作为 Ε或Η即可。Ε所在的区间为 Ε< tm in ,其中 tm in为诸 t i ( i= 1, 2,⋯,

n)中的最小者,有时还要求 Ε≥0。Η所在区间有三种情况: 当标准差随着 t的增加而单调减小

时,有

- 1ö(x m ax - x 0) < Η≤ 0 (11)　

当标准差随着 t的增加而单调增大时,有

0≤ Η< 1ö(x 0 - x m in) (12)　

当标准差既可以单调增也可以单调减时,则有

- 1ö(x m ax - x 0) < Η< 1ö(x 0 - x m in) (13)　

式中 x m in和 x m ax分别为诸 ln ti ( i= 1, 2,⋯, n)中的最小者和最大者。

其回归方程由下式给出

yζ = a
δ + b

δln ( t - Ε) (14)　

即 yζ = yθ + bδ(x - xθ) (15)　

并且

yζ = yθ + b
δ(x - xθ)～ N a + bx , 1 6

n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η) +

(x - xθ) 2

lx x
Ρ2

0 (16)　

Ρ0 的估计量 Ρδ0 为

Ρδ0 =
1
Μ6

n

i= 1

(y i - a
δ - b

δ
x i) 2

I 2 ( ti, Η)
(17)　

标准差 Ρ( t)的估计量 Ρδ( t) = Ρδ0 I ( t, Η) ,并且

ΜΡδ2 ( t) öΡ2 ( t)～ ς 2 (Μ) (18)　

式中Μ为方差 Ρδ2 ( t)的自由度,当 Ε和 Η均为零时, Μ= n- 2;当 Ε和 Η中只有一个为零时,则Μ=
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n- 3;当 Ε和 Η均不为零时,有Μ= n- 4。线性相关系数为

r = lx y ö lx x ly y (19)　

　　对于一般的异方差情况,可设

Ρ( t) = Ρ0{1 + Η〔Υ( t) - x 0〕}Α (20)　

式中 Υ( t)为已知函数, Α为预先给定的正实数。那么只要令

x 0 =
1
n 6

n

i= 1
Υ( ti)　,　I ( t, Η) = {1 + Η〔Υ( t) - x 0〕}Α

并将式 (8)、(9)和 (10)中的 ln ti- x 0 换为 5I ( ti, Η) ö5Η,本文所有公式和结论都将仍然成立。其

中 Η所在的区间根据标准差 Ρ ( t)随 Υ( t)单调减、单调增或两者均可, 分别由式 (11)、(12)和
(13)给出,式中 x m in和 x m ax是诸 Υ( ti) ( i= 1, 2,⋯, n)中的最小者和最大者。例如当取 I ( t, Η) =

1+ Η( ln t- x 0)时,即为方差成线性变化的情况。

更进一步,如果式 (20)中的 Υ( t)还与 Ε有关,即 Υ( t) = Υ( t, Ε) ,那么只要将上述中的 Υ( t)和

Υ( ti)均换成 Υ( t, Ε)和 Υ( ti, Ε) ,并将式 (6)用

E 1 (Ε, Η) = ly y Ε + ( l2
x y öl2

x x ) ( lx Ε + lx x Ε) - ( lx y ölx x ) ( ly Ε + 2lx y Ε) = 0 (21)　

代替即可。式中

lx x Ε = 6
n

i= 1

(x i - xθ) 2

I 3 ( ti, Η)
5I ( ti, Η)

5Ε

ly y Ε = 6
n

i= 1

(y i - yθ) 2

I 3 ( ti, Η)
5I ( ti, Η)

5Ε

lx y Ε = 6
n

i= 1

(x i - xθ) (y i - yθ)
I 3 ( ti, Η)

5I ( ti, Η)
5Ε

例如,当取 I ( t, Η) = 1+ Η(x - x 0)时,即为标准差与 x = ln ( t- Ε)成线性变化的情况。

2　百分位值的置信限曲线

2. 1　母体下百分位值的单侧置信下限曲线

　　工程中有时只关心随机变量 y 的下百分位值的单侧置信下限,如安全寿命、安全强度等。

根据文献[ 2～ 4 ]和式 (16)、(18)可知,百分率为 P (P≤50◊ )的母体下百分位值 y P ( t)的置信

度为 Χ的单侧置信下限 y PL ( t)由下式给出

y PL ( t) = a
δ + bδln ( t - Ε) - k P ( t) Ρδ( t) (22)　

即

P {y PL ( t) ≤ y P ( t) } = Χ (23)　

式中 k P ( t)是置信度为 Χ、概率为 P 的二维单侧容限系数,当Μ> 2时,可由下式计算

k P ( t) =
- uP + uΧ (1 - u 2

Χöw ) öne ( t) + u 2
P öw

1 - u 2
Χöw

2Μ- 1
2Μ- 2

(24)　

w = 2 Μ+ u Χ - c -
1

Μ+ uΧ - c
(25)　

ne ( t) =
I 2 ( t, Η)

1ö6
n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η) +

(x - xθ) 2

lx x

(26)　
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其中 ne ( t)是回归函数 yζ的自由度, Μ为 Ρδ2 ( t)的自由度,这里 yζ和 Ρδ2 ( t)可以来自不同的样本。uP

和 uΧ为标准正态偏量,即 P = 5 (uP )和Χ= 5 (u Χ) , 5 (·)为标准正态变量的分布函数。c值可由

文献[ 2 ]查得。当Μ≥5时,对于 P≤50◊ ,可取 c= 0164;对于 P > 50◊ ,可取 c= 1124u Χ。将式
(24)代入式 (22)即得

y PL ( t) = a
δ + b

δln ( t - Ε) + uP c0Ρδ0 I ( t, Η)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

- uΧc0Ρδ0 1 6
n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η) +

(x - xθ) 2

lx x
1 -

u 2
Χ

w
+

u 2
P

w
I 2 ( t, Η) (27)　

式中 c0= (2Μ- 1) ö(2Μ- 2) ö(1- u
2
Χöw )。当 I ( t, Η) = 1+ Η[Υ( t) - x 0 ]时,则有

y PL ( t) = a
δ

0 + b
δln ( t - Ε) + uP c0Ρδ0ΗΥ( t)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

- uΧc0Ρδ0 1 -
u 2

Χ

w
x 2 - 2xθx

lx x
+

u 2
P

w
〔Η2Υ2 ( t) + 2Η(1 - Ηx 0) Υ( t)〕+ c5 (28)　

特别当 Υ( t) = ln t,即 I ( t, Η) = 1+ Η( ln t- x 0)时,有

y PL ( t) = a
δ

0 + b
δln ( t - Ε) + uP c0Ρδ0Ηln t　　　　　　　　　　　　　　　　　

- uΧc0Ρδ0 c1 ln2 ( t - Ε) + c2 ln ( t - Ε) + c3 ln2 t + c4 ln t + c5 (29)　

式中

aδ0 = aδ + c0Ρδ0 (1 - Ηx 0) uP　,　c1 = (1 - u2
Χöw ) ölx x

c2 = - 2xθ (1 - u 2
Χöw ) ölx x　,　c3 = Η2u 2

P öw 　,　c4 = 2Η(1 - Ηx 0) u 2
P öw

c5 =
(1 - Ηx 0) 2u 2

P

w
+ 1 6

n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η) +

xθ2

lx x
1 -

u 2
Χ

w

2. 2　母体上百分位值的单侧置信上限曲线

　　工程中也常常只关心随机变量 y 的上百分位值的单侧置信上限,如安全载荷、有害物质含

量等。同样,根据文献[ 2～ 4 ]和式 (16)、(18)可知,百分率为 P (P≥50◊ )的母体上百分位值

y P ( t)的置信度为 Χ的单侧置信上限 y PU ( t)由下式给出

y PU ( t) = a
δ + bδln ( t - Ε) + k 1- P ( t) Ρδ( t) (30)　

即

P {y PU ( t) ≥ y P ( t) } = Χ (31)　

式中 k 1- P ( t)是概率为 1- P、置信度为 Χ的二维单侧容限系数,由式 (24)计算。将其代入式
(30) ,即得

y PU ( t) = a
δ + b

δln ( t - Ε) + uP c0Ρδ0 I ( t, Η)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

+ uΧc0Ρδ0 1 6
n

i= 1

1
I 2 ( ti, Η) +

(x - xθ) 2

lx x
1 -

u 2
Χ

w
+

u 2
P

w
I 2 ( t, Η) (32)　

当 I ( t, Η) = 1+ Η[Υ( t) - x 0 ]时,则有

y PU ( t) = a
δ

0 + b
δln ( t - Ε) + uP c0Ρδ0ΗΥ( t)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

+ u Χc0Ρδ0 1 -
u 2

Χ

w
x 2 - 2xθx

lx x
+

u 2
P

w
〔Η2Υ2 ( t) + 2Η(1 - Ηx 0) Υ( t)〕+ c5 (33)　

尤其当 Υ( t) = ln t,即 I ( t, Η) = 1+ Η( ln t- x 0)时,有
y PU ( t) = a

δ
0 + b

δln ( t - Ε) + uP c0Ρδ0Ηln t　　　　　　　　　　　　　　　　　

+ u Χc0Ρδ0 c1 ln2 ( t - Ε) + c2 ln ( t - Ε) + c3 ln2 t + c4 ln t + c5 (34)　
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　　根据式 (22)和式 (30)还可以对两个母体的百分位值曲线进行对比检验[4 ]。

3　三参数幂函数置信限曲线

　　由于受 Ε的影响,式 (22)和式 (30)给出的百分位值的单侧置信下限和置信上限虽然在试

验段内有较高的精度,但不能用于外推。如果要用于外推,则必须将式 (22)转换成下面的三参

数幂函数置信下限曲线

y P c ( t) = aP + bP ln ( t - ΕP ) (35)　

式中 aP、bP 和 ΕP 均为待定参数,可由下面诸式确定

aP = yθP - bP xθP (36)　

bP = lP x y ölP x x (37)　

E (ΕP ) = ( lP x ΕölP x x ) - ( lP y ΕölP x y ) = 0 (38)　

其中

xθP =
1
n 6

n

i= 1
ln ( ti - ΕP )　,　yθP =

1
n 6

n

i= 1
y PL ( ti)　,　x ci =

1
ti - ΕP

xθc =
1
n 6

n

i= 1
x ci　,　lP x x = 6

n

i= 1
[ ln ( ti - ΕP ) - xθP ]2

lP y y = 6
n

i= 1
[y PL ( ti) - yθP ]2　,　lP x y = 6

n

i= 1
[ ln ( ti - ΕP ) - xθP ] [y PL ( ti) - yθP ]

lP x Ε = 6
n

i= 1
[ ln ( ti - ΕP ) - xθP ] (x ci - xθc)　,　lP y Ε = 6

n

i= 1
[y PL ( ti) - yθP ] (x ci - xθc)

式中 y PL ( ti)由式 (22)计算得到。如果将 y PL ( ti)换成由式 (30)计算得到的 y PU ( ti) ,则式 (35)将

给出百分率为 P 的母体上百分位值 y P ( t)的置信度为 Χ的三参数幂函数置信上限曲线。
首先可由式 (38)求得 ΕP ,再由式 (36)和 (37)得到 aP 和 bP。式 (38)需迭代求解。由于 E

(ΕP )具有如下性质:设 ΕδP 为 ΕP 的预估值,则当 ΕδP < ΕP 时, E (ΕδP ) > 0; 当 ΕδP > ΕP 时, E (ΕδP ) < 0,所

以可很容易地用二分法求得 ΕP。

结束语　根据文献[ 3 ]和本文方法,还可以求得三参数幂函数情况下的百分位值和百分率

的各种预测区间、容忍区间和控制域; 可以对百分位值和百分率曲线进行检验和对比试验; 可

以综合利用当前数据和经验数据,提高预测和控制的精度或减少试件个数。
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