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循环对称结构特征值问题的

复数域子空间迭代法*
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【摘要】　提出求解在循环对称结构固有特性问题的研究中出现的复 Her mite 阵特征值问题的复

数域子空间迭代法。根据 T ho mas 等人提出的理论, 生成循环对称结构任一子结构的复约束质量

阵和复约束刚度阵。根据本文提出的办法, 生成一个包含 q 个相互质量正交归一的复向量组成的

初始里兹迭代复向量组, 并将原广义特征值问题的求解空间投影到由这 q 个复向量张成的 K ry lo v

空间上可很方便地在 q 维 K ry lo v 空间上进行广义复 Hermite矩阵特征值问题的求解。
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1　循环对称结构

　　如图 1所示, �= 2�/ N , N 是结构包含的子结构数, m 是任意小于N 的正整数。汽轮机、

图 1　一个典型的循环对称结构

水轮机、航空发动机等重要部件的叶片—轮盘结构、齿轮等

均属于循环对称结构。循环对称结构的几何及物理性质的周

期性决定了该结构在具有周向周期分布的约束条件下, 其振

动模态在与旋转轴垂直的平面内必然具有周向周期性。所以,

在某一模态下, 由于要满足模态的周向周期性, 相邻的子结

构间存在固定的相位滞后  。根据驻波理论, 要保持结构模态

的稳定和其上各点运动的连续性,相位滞后应满足如下关系:

N  = 2K �　,　 = 2K�/ N ( 1)

　　由图 1可以看出:  的取值是 ( - �, �] , 但实际上 ( -

�, 0) 上的取值与 [ 0, �] 上的取值存在对应关系: 它们描

述了相同的振型, 只是模态旋转方向相反而已, 故而实际计

算时, 相位滞后  按如下方式选取:

N 为偶数时:  = 0, 2�/ N , ⋯, 2�( N / 2 - 1) / N , �
N 为奇数时:  = 0, 2�/ N ,⋯, �( N - 1) / N ( 2)

N 为偶数时, 相位滞后  取 N / 2+ 1个值; N 为奇数时, 相位滞后  取 ( N + 1) / 2个值。

根据不同的相位滞后 , 对无约束子结构的质量阵和刚度阵施以不同的复约束[ 1] , 再对这

些生成的复 Her mite 矩阵进行广义特征值问题的求解就得到相应于这个相位滞后  的特征值



和特征向量。复约束法
[ 2]
的实质就是利用求解对象的几何、物理性质及约束条件分布的周期性

等性质, 把对整个结构的求解转化到对其中任一指定的具有完全代表性的子结构的求解, 即

从原来 N·J 维的实空间上特征值问题的求解转化到 J 维复空间上复 Herm ite 阵特征值问题

的求解, 从而使计算模型得以简化。其中 J 是单一子结构上自由度数目。

从复约束法可以看出: 对应于每一个相位滞后  , 仅有前两三个固有频率才具有实际工程

意义。以本文算例为例, 当固有频率阶数大于 4时, 固有频率一般都在 105 数量级以上, 这些

高阶固有频率在结构受激振动时, 如果激振频率远离共振频率时, 其贡献往往可以忽略。所

以, 在根据某一相位滞后求出复约束质量阵和复约束刚度阵之后, 没有必要求解出该相位滞

后  下的所有特征值和特征向量, 为此, 提出了复数域子空间迭代法。

2　复数域子空间迭代法中初始里兹复向量组的生成

　　复数域子空间迭代法的第 1步就是要产生一个初始里兹迭代复向量组。本算法的运算在

复数域进行, 这与通常的子空间迭代有几点重要差别: ( 1) 在复数域子空间迭代法中, 不是

一次形成 q 个向量组成的里兹初始迭代向量组,而是首先采取随机数产生办法,通过质量正交

归一处理, 求出 q 个向量的第1个向量。第1个迭代向量用随机数产生是为了避免由于假设模

态的对称 (或非对称) 性对真实模态的非对称 (或对称) 性的抑制作用降低求解效率。( 2) 在

产生出 q 个初始迭代向量组中第 1个里兹复向量之后, 以该复向量为一基, 产生出其它复向

量, 且满足该新复向量与在其之前产生的里兹初始迭代向量满足质量正交归一关系。( 3) 在

生成了 q 个初始里兹复向量组中的某个复向量之后, 为了使下一个待求复向量能更加精确地

逼近下一阶模态, 本文采用了逆迭代的方法。实践表明: 这一步虽然需耗费一些机时, 但它

能明显提高里兹向量组对各阶模态振型模拟的逼真程度, 提高求解效率和精度。

3　复数域子空间迭代法、收敛准则及算法讨论

　　根据瑞利法求解固有频率的方法, 假设一个任意向量, 将其看作各阶振型的线性组合, 即

{A } = �
n

i= 1
Ci {! ( i)

} , 将瑞利商值
[ 3]
应在各阶模态处取得的驻值代入 { A } 的表达式, 有
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写成矩阵型式, 由 ( 3) 可得

[ K~] {C} -
{C} H [ K~] {C}
{C} H [M~] { C}

[M~] {C} = 0 ( 4)

式 ( 4) 是广义特征值问题。但须注意: 文中由于对每个子结构引入复约束, [ K
~]、[M

~] 均为

复约束 Hermite阵 [ 2] , 所以, 子空间迭代仅能在复数域完成。收敛准则采用M att ies提出的准

则
[ 4]

:

�1 - [ ( #m) 2 ] / [ {Zm] } H {Zm} ] � ≤ ∃ ( 5)

式中m= 1, 2, ⋯, q ; 一般 q J。本准则是由特征对的误差边界导出的, 所以是可靠的。

4　计算实例及比较

　　为验证本方法及程序的正确性和有效性, 根据圆盘的一个基本扇形子结构计算了圆盘结

构的低阶固有频率和振型。为了便于比较, 计算模型与文献 [ 2] 相同。圆盘参数为: 内径R i

为 5 mm , 外径 Ro 为 45 m m, 板厚 h= 15 mm , 材料的弹性模量 E= 210 GPa, 泊桑比  = 0. 3,
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质量密度 %= 7850 kg / m
3
。取整个圆盘的 1/ 36为一基本扇形子结构, 径向分 5层, 周向、轴

向 3层。

运用 3种不同方法计算了圆盘结构的前 7阶固有频率, 计算结果见表 1。

表 1　圆盘结构的固有频率 ( Hz)

方　　　　　　法 1 2 3 4 5 6 7

拟波前法 3793. 9 5285. 7 7022. 9 9271. 0 15261. 7 19243. 5 27731. 5

复约束法 3752. 1 5241. 8 7024. 8 9256. 2 15223. 0 19184. 2 27643. 9

复数域子空间迭代法 3782. 6 5265. 8 7000. 6 9241. 4 15213. 0 19182. 0 27643. 1

K—谐波索引号 (  = K &) 0 1 0 2 1 3 2

复数域子空间迭代与拟波前法之间相对误差 0. 299% 0. 378% 0. 319% 0. 320% 0. 320% 0. 321% 0. 320%

复约束法与拟波前法之间相对误差 1. 102% 0. 376% 0. 021% 0. 160% 0. 254% 0. 308% 0. 316%

一般复约束法对应于每个相位滞后  需要求解出全部 J 对特征值和特征向量。拟波前法

图 2　固有频率在不同相位滞后下的分布图

是根据文献 [ 6] 中的方法和程序求解完整圆盘

的前 7阶特征对, 模型结点数为 1080, 单元数

为 576。从表 1可以看出: 本文提出的复数域子

空间迭代法具有满意的计算精度。

图 2给出了固有频率在不同波传系数下的

分布图。当 K = - 1, - 2⋯时, 按T homas 的

理论, 分别与 K = 1, 2⋯对应相同的频率。即

图 2是关于水平轴 K = 0呈轴对称的。

图 3给出了根据某一基本扇形结构获得的

完整圆盘的前四阶固有振型, 它们分别是: 圆

盘的扭振、一节径振动、伞形振动和二节径振动。

图 3　圆盘前 4阶振型图

在文献 [ 2] 中, 已进行了拟波前法和复约束法在计算时间和计算内存的比较, 本文仅进

行复数域子空间迭代法与复约束法的计算时间及计算内存的分析。在复数域子空间迭代法中,

时间主要耗费在 [ K p ] {X } = {Y } 的求解上, 其余过程相对而言, 计算时间可以忽略。在

求解该方程时, 可使用两种不同的方法: 高斯全选主元消去法和 Cholesky 分解法
[ 2]。在高斯
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全选主元消去法中, 计算时间 T G 为: T G= ∋ [ ( q+ Iter) ·3J
3
] , Iter 是在复数域子空间上

的迭代次数。复约束法的计算时间: T F= ∋ ( P·3J
3
)。可以看出, 尽管在求解循环对称结构

时采用了子空间迭代思想, 但由于在求解 [ K p ] {X } = {Y } 时, 高斯全选主元法耗去了大

量时间, 故在求解效率上甚至不如复约束方法。

在 Cholesky 方法中, 仅需一次分解 [ K p ] , 然后求解 q+ Iter 次方程, 计算时间 T c 为 T c

= T 1+ T 2, T 1 是进行 Cholesky 分解所需的时间, T 2 是求解方程所需的时间。它们分别为: T 1

= ∋ ( 3·J
3
) , T 2= 0 [ ( q+ Iter) ·3J

2
]。在处理同一计算模型时, 3种方法计算前 5个相位

滞后的时间比较为: 复约束法耗时 29′40″; 子空间迭代中高斯全选主元消去法耗时 61′40″,

Cho lesky 分解法当 q= 7时耗时 7′35″, q= 6时耗时 7′10″。可见: 利用 Cholesky 分解方法可

大大提高计算效率。本算例中, 计算时间仅为复约束法的1/ 4。在子结构自由度大于本算例的

J 时, 时间上的优势将会更明显。由于复数域子空间迭代法均在 q 维复空间进行广义特征值问

题求解, 因此它所占用的内存要比复约束法小许多。

本文算例实际上是轴对称结构。轴对称结构可以看作循环对称结构的一个特例。以圆盘

为模型主要是为了验证本文方法和程序的正确性。

5　结　论
　　运用T homas等人建立的驻波理论在循环对称结构中的引入方法, 提出了求解循环对称

结构特征值问题的复数域子空间迭代法。通过与拟波前法和复约束法的对比, 表明本文方法

能够极大地减少计算时间和所需内存,从而为详细分析这类结构的动应力响应奠定了基础,也

使在微机上求解工程实际中复杂循环对称结构的动力问题成为可能。
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