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对复模态矩阵摄动法的补充3
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【摘要】　针对已有的复模态摄动法不能唯一确定特征向量的所有摄动项这一缺陷,通过引进一个

非常简单的范化条件,并采用常规的双正交条件,就很方便地导出了孤立特征值情形的复模态矩

阵摄动公式。本文是对复模态矩阵摄动法的进一步补充和完善。

　主题词:　摄动　复模态　矩阵表示

　分类号:　O 24　O 342

1　前　言

　　除了阻尼矩阵满足一定的条件外,有阻尼多自由度线性振动系统的运动方程在一般情况

下不能通过实模态变换而解耦。这就需要采用复模态理论进行分析,相应的矩阵摄动法也需采

用复模态的矩阵摄动法。然而,在使用模态分析时,已有的复模态摄动法并不能唯一确定特征

向量的所有摄动项。文献[ 1 ]通过人为假定两系数 cii与 d ii相等来确定 cii与 d ii,这一假设并不总

能成立 (如质量阵或刚度阵不对称情况)。文献[ 2 ]回避了这两个系数。后来,文献[ 3 ]对此进行

了讨论,并补充两个正规条件来确定 cii与 d ii,是一种有效的解决途径。本文则通过引进一个更

加简单的范化条件,就很简便地确定了 cii与 d ii,并导出了孤立特征值情形的摄动公式。

2　基本方程

　　有阻尼多自由度系统 (设质量阵、刚度阵、阻尼阵为一般的实矩阵)的自由振动方程,通过

引入状态变量,其广义特征值问题总可以表示成

K 0x i0 = Κi0M 0x i0　　　　 ( i = 1 - n) (1)

其中, Κi0是系统的特征值, x i0是右特征向量。

选取比例系数,总可以使 x i0满足范化条件:

x T
i0x i0 = 1 (2)

(1) 式的伴随特征值问题是 K T
0 y i0 = Κi0M

T
0 y i0　　　 ( i = 1 - n)

其中,左特征向量 y i0与右特征向量 x i0满足双正交关系,因此可取

y T
i0M 0x j0 = ∆ij (3)

　　当结构参数变化时,M 0、K 0 一般有相应的改变。设M 0、K 0 的改变 (摄动)量分别是 ΕM 1、

ΕK 1。这里 Ε是一个小参数,与 Ε= 0相应的系统就是原系统 (1)。于是,摄动系统的特征值问题

及其伴随特征值问题可分别表示为



(K 0 + ΕK 1) x i = Κi (M 0 + ΕM 1) x i (4)

(K 0 + ΕK 1) T y i = Κi (M 0 + ΕM 1) T y i (5)

其中, Κi是摄动系统的特征值, x i、y i分别是相应的右、左特征向量。

下面讨论 Κi0是孤立特征值的情况。首先将特征值和特征向量按小参数 Ε展开,得

Κi = Κi0 + ΕΚi1 + Ε2Κi2 + ⋯ (6)

x i = x i0 + Εx i1 + Ε2x i2 + ⋯ (7)

y i = y i0 + Εy i1 + Ε2y i2 + ⋯ (8)

　　 (6)、(7)式代入 (4)式,略去O (Ε2) ,比较 Ε的同次幂系数可得
Ε0:　K 0x i0 = Κi0M 0x i0

Ε1:　K 0x i1 + K 1x i0 = Κi0M 0x i1 + Κi0M 1x i0 + Κi1M 0x i0 (9)

　　同理可得,伴随问题 (5)应满足

Ε0:　K T
0 y i0 = Κi0M

T
0 y i0

Ε1:　K T
0 y i1 + K T

1 y i0 = Κi0M
T
0 y i1 + Κi0M

T
1 y i0 + Κi1M

T
0 y i0

　　另一方面,摄动系统相应于 (2)式的范化条件为

x T
i x i = 1 (10)

　　 (7)式代入 (10)式,比较 Ε的同次幂系数可得
Ε0:　x T

i0x i0 = 1　　,　　Ε1:　x T
i0x i0 + x T

i0x i1 = 0 (11)

　　摄动系统的特征向量满足的双正交条件为　y
T
i (M 0+ ΕM 1) x j = ∆ij

(7)、(8)式代入上式,并利用 (3)式,可得

Ε0:　y T
i0M 0x i0 = 1

Ε1:　y T
i0M 0x i1 + y T

i1M 0x i0 + y T
i0M 1x i0 = 0 (12)

至此,我们已得到了进行摄动分析所需的全部基本方程。

3　摄动公式

　　根据展开定理,将右特征向量 x i1按复模态 x i0展开

x i1 = 6
n

k= 1
cik1x k0 (13)

其中 cik1 (k= 1- n)为待定系数。

将 (13)式代入 (9)式,并利用双正交条件 (3)式得 cij 1 (Κj 0- Κi0) + y
T
j0 (K 1- Κi0M 1) x i0= Κi1∆ij

i= j 时,可得特征值的一阶摄动

Κi1 = y T
i0 (K 1 - Κi0M 1) x i0　　　　 ( i = 1 - n) (14)

　　i≠j 时, ∆ij = 0,所以

cij 1 = [y T
j 0 (K 1 - Κi0M 1) x i0 ]ö(Κi0 - Κj 0)　　　　 ( i≠ j ) (15)

　　现在来确定系数 cii1。用 y
T
i0M 0 左乘 (13)式,并利用 (3)式,得

cii1 = y T
i0M 0x i1 (16)

再将 y i1按相应的左特征向量展开: y i1 = 6
n

k= 1
d ik1y k0 ,同理可得

d ii1 = y T
i1M 0x i0 (17)

　　 (16)、(17)式代入 (12)式可得
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cii1 + d ii1 = - y T
i0M 1x i0 (18)

　　这是一不定方程,文献[ 1 ]假定 cii1= d ii1来确定这两个系数,文献[ 2 ]就根本回避了这个问

题。现通过本文引进的范化条件来确定 cii1、d ii1

因 x
T
i1x i0是一个数,所以由 (11)式即可得到: x

T
i1x i0= 0。由 (13)式,即得

cii1 = - 6
n

j= 1,≠i

cij 1x T
j0x i0 (19)

其中 cij1 ( i≠j )由 (15)式给出。这就完全求出了右特征向量的一阶摄动解 x i1。(19)式代入 (18)

式,即唯一确定了 d ii1。与求解 cij1 ( i≠j )的步骤完全相同,可求得 d ij1 ( i≠j ) ,也就完全求出了左

特征向量的一阶摄动解 y i1。此外,特征值的一阶摄动解由 (14)式给出。这样,就求得了全部一

阶摄动公式。

与一阶摄动解的推导过程完全相同,若在有关的展开式中保留O (Ε2)项,则可求得二阶摄

动解。因篇幅所限,在此从略。

4　讨　论

　　 (1)引进一个极其简单的范化条件,就很方便地唯一确定了已有的复模态摄动法中的不确

定系数; (2)文献[ 3 ]引进两个正规条件也是一种解决途径,但这两个条件不能随意选取,如必

须满足û x
(k )
i y

(k)
i û≠0 等,而本文方法只需一个条件,且不需附加任何条件,因而更简便一些;

(3)本文方法与文献[ 3 ]的方法都不能处理重根或近根情况,有关这一问题将在后续文章中详

细讨论。
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