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粘塑性材料结构的有限元分析方法
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【摘要】　本文针对W alker粘塑性本构方程,通过发展一自适应变步长积分算法,用户子程序的方

法把该本构方程结合进了国际著名的非线性有限元软件ABAQU S,并进行了算例验证。它包括了

四种单元类型,可考虑材料变形的率相关,加载的循环、非等温、变温等情况。适用于发动机热端部

件非线性结构分析。
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1　引　言
　　很多的研究及应用表明[1 ]: 目前基于经典弹塑性和蠕变理论的非线性结构分析方法不足

以正确设计、改进和分析航空航天及核动力设备关键热端零件的强度及疲劳寿命。其主要原因

之一是结构承受各种复杂恶劣的循环加载和瞬态加载条件,这些条件使材料经受了与应力、温

度和时间相关的并且是耦合的非线性行为。基于经典弹塑性及蠕变理论的本构方程,通常是把

非弹性应变分为与时间相关的蠕变和与时间无关的塑性。但是大量的实验表明:在高温下其本

质上是时间相关的,并且两者有交互作用。这表明非弹性变形是由一单一的机理在控制,宜用

统一的方法,即把塑性及蠕变相联系起来的弹粘塑性本构方程来处理。

目前,这类统一型的本构理论在近 20年得到了很大的发展,已有十多种方法。尤其是与有

限元结构分析方法后,逐渐在实际的工程分析得到了应用。这些本构模型大都根据不可逆热力

学及位错动力学的研究成果,恰当地选择单个或多个内变量及其演变方程用以描述非弹性变

形的诸方面,如塑性、蠕变、松驰等。本文将根据W alker 粘塑性本构理论,通过发展自适应显

式积分方法,把该本构方程结合进通用的大型非线性有限元程序ABAQU S,并进行了该本构

理论率相关,循环,热恢复及非等温等分析能力的验证。

2　W a lker粘塑性本构理论
　　一般应变率可分为弹性应变率和非弹性应变率,并且弹性部分遵循Hooke定律。

Εαij = Εαeij + Εαinij (1)

Εαeij = [ (1 + Μ) öE ]Ραij - (ΜöE ) Ραkk ∆ij (2)

式中: E 为杨氏模量, Μ为泊松比, ∆ij为 K ronecker符号。非弹性部分根据对材料硬化和恢复的

不同处理将有不同的形式。



　　W alker 型本构理论[2 ]是一种无屈服条件的理论。这就意味非弹性变形将在加载的所有阶

段出现,虽然在弹性范围内它很小。其流动准则为: Εαinij = Κ(S ij - 8 ij )。式中 Κ是与加载历史有关
的标量, 8 ij称为背应力或“平衡应力”,它表示了运动硬化。各向同性硬化用标量 K 表示。非弹

性应变率[2 ]:
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这里: S ij = Ρij - (1ö3) Ρkk ∆ij
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其中: Gα= [n3 + n4exp (- n5R ) ]Rα+ n6 [ (2ö3) 8 ij 8 ij ] (m - 1) ö2

K = K 1 - K 2exp (- n7R ) (5)

式中: K 1, K 2, n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7,m , 8
0

ij材料常数, R 为累积等效非弹性应变。

一般来说本构方程是温度相关的,也即方程材料常数是与温度相关的。这样为了遵循不可

逆热力学定律,以考虑到非等温的情况, 8 ij变为:
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3　本构方程积分方法
　　目前统一型粘塑性本构方程总是以率形式给出,这就需要通过合适的积分方法把率形式

的本构方程转化为增量形式的本构方程。通常采用的积分方法有显式的、隐式的和混合式的。

这类率形式的统一型本构方程在数学上称之为“刚”的,也即自变量一个小的变化将引起因变

量一个很大的变化。这通常是运动方程的高度非线性特点所决定的。因此在其积分方法上需

特别注意。

Kum ar [3 ]等人对这类方程的各种积分方法进行了系统比较研究。有时,一种相对比较简单

的显式积分方法可能优于高阶的或隐式的积分方法。Cassen t i[4 ]曾成功地将 Eu ler积分方法应

用于W alker 方程。显式积分方法虽然是条件稳定的,但是在积分时恰当地控制积分步长,积

分结果和效率是可以接受的。有时它优于高阶的R unge- Ku tta 方法。特别是它可以很好地与

目前的有限元软件相结合。

下面给出一种自适应变步长的 Eu ler前差显式积分方法 (SA FE) ,该方法与细分步长技术

相结合,将结合进ABAQU S程序。

如上所述的本构方程,通常可以用一阶的非线性偏微分方程表示,这样在某一给定时刻 t

时的应力、应变和其他内变量可以以一更紧凑的形式给出: dy öd t= F (y , t)。 y 可以是应力,非

弹性应变,背应力等; F (y , t)是上述本构方程右端非线性项的缩写。这些偏微分方程通常是高

度非线性的;积分时,为了保证其稳定性,需要较小的积分步长。当采用细分步长技术积分本构

方程时,假定初始值 y ( t= 0) = yA 已知,这样从时刻 t (此时各状态变量已知,即应力、非弹性应

变、背应力已知)到 t+ △t时刻的积分可按下面的方法完成:首先积分步长△t细分为N SPL IT

等份,再采用 Eu ler显式积分公式:
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y t+ △töN SPL IT = y t + (△töN SPL IT ) F (y , t) (7)

上方程重复N SPL IT 遍即可得到 y 在 t+ △t时的解。△t一般为有限元中整体时间载荷增量

(步长)。采用上面 Eu ler显式方法进行本构方程积分的成功与否,很重要的一点是要恰当的选

择时间步长 (△töN SPL IT ) ,时间步长不能太大以至破坏“时间步长内为 y 为常变化率”的假

定。对粘塑性本构方程,这通常要求很小的时间步长。为此,将采用下面的方法来预报积分的

成功与否,即对每一细分步长,采用应变度量的方法,确保积分成功 (时间步长合适)。首先定义

下面的应变度量 (应变的改变) : ERROR = R + 3△J 2
2E。式中:△R = (2ö3)△Εin

ij△Εin
ij ,

△J = (3ö2)△S ij△S ij。经过数值积分试算:当 ERROR 不超过 10- 4,积分总是稳定的。因此,可

以采用变步长的方法改进在时间步长△t内,在细分步长△töN SPL IT 上的积分。由 (7)式可

知,细分的时间步长取决于N SPL IT ,可以有三种方法决定N SPL IT。(1)如果 ERROR 在指定

的范围内, 通常上限为 10- 4, 下限为 10- 5, N SPL IT 不需改变; (2)如果 ERROR 小于下限

10- 5, N SPL IT 减半; (3)如果 ERROR 大于 10- 4, N SPL IT 翻倍,并且在该细分时间步上的积

分重新进行。

有限元时间载荷步长△t的确定,一般依靠ABAQU S中时间步长增长策略。通常,可以选

择由ABAQU S提供的自动时间步长增长策略,也可人为的使用固定时间步长增长策略,或在

ABAQU S提供的用户子程序上,通过变量 PN EW D T 直接控制。

4　与ABAQUS的结合
　　ABAQU S 是目前国际上著名的非线性有限元分析软件, 它提供了一个用户子程序U 2
M A T , 以帮助用户把自己的材料模型结合进ABAQU S 程序。ABAQU S 是采用N ew ton -

R aph son 方法求解非线性有限元平衡方程,对准静态加载情况,有:

6 ∫B TJ B dV C k = P ( t + △t) - 6∫B T [Ρ( t) + △Ρ(△u k ) ]dV (8)

△u k+ 1 = △u k + C k (9)

式中: B 是位移增量与应变增量转换矩阵,△Ε= B △u。应力增量是应变增量的函数,因此也是

位移增量的函数。方程 (8)给出了第 K 次迭代对位移增量的修正。当应用N ew ton- R aph son

迭代方法求解有限元平衡方程时,需给出方程 (8)中 Jacob ian 阵 J = (5△Ρö5△Ε) t+ △t,也即为

UM A T 子程序中的DD SDD E 矩阵,它定义为在 t+ △t时,第J 个应变分量的微小增量对 I 个

应力分量的扰动。通常DD SDD E 矩阵是对称的,但是当采用细分技术时不能得到 J 的显式表

达式,因此这里采用弹性刚度矩阵,这就象有限元方法中的“常刚度”法。ABAQU S将在每个

单元的每个积分点调用UM A T。

在求解的过程中,需记录保存与求解过程相关的变量,如非弹性应变,背应力等,这可以储

存在UM A T 子程序的N STA TV 数组中,并且可以定义储存的数量。对W alker 本构方程,这

里定义了 14个与求解过程相关的变量,即 6个非弹性应变, 6个背应力, 1个累积等效非弹性

应变, 1个N SPL IT 变量。

当运行ABAQU S时,每当调用材料模式,都进入UM A T 子程序。ABAQU S主程序在进

入UM A T 时,向UM A T 传进应变增量△ΕI ,温度增量△Η,时间步长△t及外载增量△P i,同时

也传入当前已知状态的应力,应变,温度及其它与求解过程相关的变量。在UM A T 中,用户根

据本构方程,需更新应力及其它相关的变量,并提供DD SDD E 给ABAQU S主程序。对所有加
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载步 (ST EP)的第一个载荷增量,ABAQU S都向UM A T 传入零应变增量。如果该步内考虑循

环加载,则对每一步内的所有增量,ABAQU S都传入零应变增量。

考虑到应用于航空发动机热端部件,在对UM A T 编程时,主要包括了: 平面应力、平面应

变、轴对称和 3D 实体元。它可以通过ABAQU S的ND I和N SH EA R 变量进行识别。

5　算例验证
　　为了验证模型及所编的UM A T 程序,采用了一个单元 (8节点三维元或轴对称元)的计算

模型。ABAQU S为 5. 6版,计算机为 SUN U ltra I,内存 64M。材料为H astelloy- X,其W alk2
er理论材料数据来自文献[ 2 ],见表 1。计算的结果见图 1～图 4。比较图 1和图 2,表明程序

图 1　649℃,应变率为 317×10- 5, 112×10- 6循环的应力应变曲线 (a) 317×10- 5 (b) 112×10- 6

表 1　H astelloy- X W alker理论材料数据

温度ö℃ 4271 5371 6481 7601 8711 9621

杨氏模量öP si

泊松比Μ

K 1öP si

K 2öP si

m

1ön

n1öP si

n2öP si

n3

n4

n5

n6ö(P si1- m·Sec- 1)

n7

8
0

ijöP si

2610e6

01322

509311

0

01059

1116

0

301e7

80001

0

0

0

0

0

2410e6

01328

756311

0

01059

1116

0

61e7

10001

0

0

0

0

0

2410e6

01334

956311

0

01079

1116

0

115e7

7811

0

0

0

0

- 20001

2216e6

01339

2518861

0

01244

1116

0

210e7

11791

0

0

0

0

- 20001

1816e6

01345

915051

0

01195

1116

0

510e6

6731

0

0

8189e- 4

0

- 14341

1312e6

01351

592921

0

01233

1116

0

110e6

3121

0

0

2173e- 3

0

- 12001

具有预测在同温度下,循环变形的率相关性的能力。由图 1 (a)和图 2 (a) ,图 1 (b)和图 2 (b) ,可

看出程序可预测在同应变率下,循环变形对温度的相关性。图 3表明了程序预测变加载的的情

况。特别是由图 4,程序可以很好的预测变温时的材料变形响应,并给出了考虑温度历史相关
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图 2　871℃,应变率为 317×10- 5, 112×10- 6循环的应力应变曲线 (a) 317×10- 5 (b) 112×10- 6

图3　760℃时,变应变率加载的应力应变曲线 图 4　应变率为317×10- 5,变温条件下的应力应变曲线

(从 310×10- 6到 310×10- 5到 310×10- 4) (从 650℃到 850℃到 650℃)

项 (dT öd t)与不考虑温度历史相关项时,计算结果的差别。与文献[ 2 ]给出的实验结果比,计算

结果的准确性是满意的,积分算法是成功的,计算效率是可以接收的。目前由于只进行了单一

单元的模型验证,对于复杂工程结构,本构理论及所编程序的能力还需进一步验证。
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om etry. T he system also p rovides the ab ility of edit ing the p ipe’s p roperty and shape and a2
b ility of in terference and clearance check ing. T he p ip ing ob ject is capab le of in telligen t re2
spon se to the change of the jo in t. T he system can also serve as a p ip ing system of au tomo2
b ile, o r fo r petro leum and chem ical f ield.

Key W ords　A ircraft engines　Compu ter a ided design　P ipeline laying

V IBRAT ION ANALY SIS
OF BLAD ED D ISC COUPL ING SY STEM

W ITH FR ICT ION DAM P ING
Hu Xunfeng, W ang Qingm eng, Zhang J in

(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

L iu X iaop ing
(D ep t. of M ech. and E lect. Eng. B eij ing U n ivers ity of Pos ts and Telecomm un ica tions, B eij ing　)

ABSTRACT　　　　N onp ropo rt ional viscou s damp ing is u sed to sim u la te the effect of

frict ional con stra in t a t the sh roud in terfaces. T he effects on the natu ra l vib ra t ion behavio r
and dynam ic respon se are invest iga ted. T he damp ing m atrix and st iffness m atrix of the in ter2
faces in local coo rd inate system are p resen ted by u sing the equ ivalen t viscou s damp ing and

st iffness coeff icien ts of the sp ringöfrict ion model. T he respon se disp lacem en ts and the co rre2
sponding respon se st ress d ist ribu t ion s of the coup ling system under th ree k inds of boundary
condit ion s at sh roud con tact in terfaces are ob ta ined respect ively by u sing mode superpo sit ion
m ethod. T he calcu la t ion m ethod, the basic analysis app roach and the impo rtan t conclu sion s

p rovided in the paper m ay be availab le fo r reference in the design ing, developm en t and modi2
f ica t ion of tu rbom ach inery.

Key W ords　F rict ion dampers　V iscou s damp ing coup ling　V ib rat ion analysis

A F IN ITE EL EM ENT M ETHOD FOR STRUCTURE
OF V ISCOELAST IC M ATER IAL S

Yang X iaoguang and Geng Rui
(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　O n the basis of the W alker viscoelast ic con st itu t ive theo ry, af ter
develop ing a self- adap t ive t im e in tegra t ion m ethod fo r the con st itu t ive equat ion, the au tho rs
imp lem en ted the W alker con st itu t ive equat ion in to the genera l- pu rpo se non - linear f in ite

elem en t softw are ABAQU S th rough the u ser - defined sub rou t ine UM A T , and fin ished
benchm ark s fo r ra te dependence, cyclic, therm al recovery, non- therm al and varied loading
condit ion s. In coded sub rou t ine fou r elem en t types w ere included, and the in tegra t ion m ethod
has the mon ito r m echan ism fo r successfu l in tegra t ion. In the ligh t of comparison w ith the re2
su lts in pub lica t ion, the calcu la ted resu lts are sa t isf ied, and the accu racy and eff iciency are ac2
cep tab le. T he coded sub rou t ine can be app lied to the non linear st ructu re analysis of aero2
engine ho t sect ion s.

Key W ords　V iscoelast icity　Con st itu t ive equat ion　F in ite elem en t m ethods
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