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重特征值模态灵敏度分析
的非线性摄动法

西北工业大学　　崔博文3 3 　沈允文

【摘要】　利用非线性摄动等式,推导了实对称矩阵的重特征值模态灵敏度计算公式。该方法的优

点是保持了原特征系统矩阵的对称性和带宽。数值算例表明该方法精度高,易于计算和实施。
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最近,O ja lvo [1 ] ,M ills Cu rran [2 ]和D ailey [3 ]等推广了N elson [4 ]的方法。但他们在求系数矩

阵时忽略了二阶摄动项,这势必影响其结果准确性。陈[5 ]文提出了一个改进方法,但并未论及

系数矩阵的求法。K im [6 ]虽则考虑了二阶摄动项,但在求解过程中却采用分块矩阵法。但是正

如作者所述,当重特征值数较大时这种方法可能失效。本文在前述作者方法基础上,考虑二阶

摄动项,利用非线性摄动等式进行求解。

1　理论基础

　　实对称矩阵的特征问题为:

(K - ΚM ) x = 0 (1)

x TM x = 1 (2)

式中: K ,M 为结构刚度矩阵、质量矩阵; Κ, x 为特征值及对应的特征向量。

设特征值问题有m 重特征值 Κi,即 Κ1= Κ2⋯= Κm = Κ,相应的特征向量为 x i ( i= 1, 2,⋯m )。

令X = [x 1 x 2⋯ x m ],那末相应于重特征值的特征值问题可表示为:

K X = M X + (3)

X TM X = I (4)

式中 += ΚI∈R
m xm。由于X 不唯一,可能使得X 不连续且不可导,因而其特征向量的导数可能

不存在。为获取特征向量导数,必须获得满足式 (3) , (4)且连续可导的特征向量 (表示为Z )。由

于 Z 和X 都满足式 (3) , (4) ,因而必定存在一正交变换矩阵A ∈R
m xm使下式成立

Z = X ZA 　　　　X ∈R nxm (5)

　　当结构某参数 p 发生小变化时,结构质量阵M 和刚度阵 K 均发生变化。设M 和 K 的改

变量分别为△M 和△K ,这时的特征值问题为:

(K + △K ) (Z + △Z ) = (M + △M ) (Z + △Z ) (+ + △+ ) (6)



式中:△+ 和△Z 分别表示对应于参数 p 变化后的特征值和特征向量的变化量。

将式 (6)展开,取掉高阶摄动项后有:

(K - ΚM )△Z = (Κ△M - △K ) Z + M Z△+ (7)

式 (7)前乘 X
T ,并将 Z = X A 代入,注意到X

T (K - ΚM ) = 0,于是可得到下式:

X T (Κ△M - △K )X A + X TM X A △+ = 0 (8)

　　令D = X
T (△K - Κ△M )X ,则式 (8)可表示为:

D A = A △+ (9)

式 (9)是一个简单的特征值问题。由于特征值的重数m 远小于总自由度数 n ,因而从式 (9)可很

容易获得△+ 和A ,进而可获得相应于重特征值 Κi 的特征向量 Z = X A。

利用推广了的N elson 方法[1 ] ,假定对应于参数 p 变化的特征向量的变化量△Z 具有:

△Z = V + ZC (10)

式中: C 为系数矩阵∈R
m xm。为求解矩阵V ,将式 (10)代入式 (7) ,并定义 G = K - Κm , F = (Κ

△M - △K ) Z + M Z△+ ,这时有:

GV = F (11)

　　因矩阵G 为一奇异阵,其秩为 (n- m )。因而方程 (11)为一奇异线性方程组。该方法的求解

可参见文献[ 1 ]。

为便于说明,式 (10) 可变化为: △z i = v i + 6
m

k= 1
C k iz K (12)

　　同样对应的特征问题 (6)可表示为:

[ (K + △K ) - (Κi + △Κi) (M + △M ) ] (z i + △z i) = 0 (13)

展开式 (13) ,考虑到 (K - ΚiM ) z i= 0,可得下式:

(K - ΚiM )△z i + (△K - Κi△M ) (z i + △z i) - △Κi (M + △M ) (z i + △z i) = 0 (14)

　　把式 (12)代入式 (14) ,并前乘 z
T
K ,并略去三阶摄动项可得到下式:

C k i =
z T

k (△K - Κi△M ) (z i + v i) - △Κiz
T
kM v i - △Κiz

T
k△M z i

△Κi - △Κk
　　　 (k ≠ i) (15)

　　当 k= i时,考虑到质量正交性有:

(z i + △z i) T (M + △M ) (z i + △z i) = 1 (16)

　　展开式 (16) ,略去高阶摄动项后有:

△z T
iM z i + z T

iM △z i + z T
i△M z i = 0 (17)

　　把式 (12)代入式 (17)后,并化简可得到:

C ii = - (1ö2) (v T
iM z i + z T

iM v i + z T
i△M z i) (18)

求得矩阵V 及系数矩阵C 后,可利用式 (10)求得重特征值的特征向量的变化量△Z。

设△K 和△M 表示由于结构参数 p 变化△p 而产生的刚度矩阵和质量矩阵的增量。△Κi

和{△z i}为特征值和特征向量的增量,系统振动的特征值和特征向量的导数可近似表示为:

Κ′i = △Κiö△p　　,　　z′i = △z iö△p (19)

2　数值算例

　　以两个 8自由度梁单元组成的方形悬臂梁 (图 1)作为本文方法的应用。取梁横截面 y 方
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向尺寸 h 为设计变量 p ,位移向量取为:

q = [v 1,w 1, Ηy 1, Ηz 1, v 2,w 2, Ηy 2, Ηz 2 ]T (20)

　　悬臂梁的总刚度矩阵 K 9 和总质量矩阵M 9 分别为:

K 9 =
E
L

hb3
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(21)

M 9 =
ΘbhL
420

156 0 0 22L 54 0 0 - 13L

156 - 22L 0 0 54 13L 0

4L 2 0 0 - 13L - 3L 2 0

4L 2 13L 0 0 - 3L 2

312 0 0 0

312 0 0

8L 2 0

8L 2

(22)

式中: E 为杨氏模量,L 为梁的长度, Θ为质量密度, h 和 b分别为横截面尺寸 (见图 1)。

图 1　方形悬臂梁

运用矩阵理论[7 ] ,可获得 K g 和M g 对

尺寸 h 的偏导矩阵 K
′
g 和M

′
g。当结构尺寸

h 发生小变化△h 时的刚度矩阵和质量矩

阵的变化阵可分别表示为:

△K g = K ′g õ△h = (5K g ö5h )△h (23)

△M g = M ′g õ△h = (5M g ö5h )△h (24)

为便于计算, 令 b= h = 10, Θ= 412, L

= 1, E = 1000。由于结构关于 y - z 对称,

求解特征问题 K gX = ΚM gX 可得到四对重

特征值, 2730138; 61405183; 772445182;

5997738162。当△h= 01001 时,分别用文
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献所述方法和本文方法计算了最低阶重特征值的导数及其对应的特征向量导数,并用差分法

检验本文方法计算精度。摄动矩阵为 K p = K g + 01001K
′
g ,M p = M g + 01001M ′g ,求解 K pX p =

M pX p + p 特征问题, 满足约束条件 X
T
pM pX p = I。并令 Z

′= (X p - Z ) ö01001, +′= (Κp - ΚI ) ö

01001。计算结果见表 1。

表 1　文献方法、本文方法及差分法所得结果比较

重特征值Κ1= Κ2= 2730138

特征值

导　数

O jalvo 方法 M ills方法 D ailey方法 本文方法 差分方法

8949154 9371127 8949154 9371127 8949154 9371127 8949154 9371127 8949196 9829187

特 征

向 量

导 数

- 0100349

0100014

0100010

0101303

- 0100327

0100005

0100007

- 0100182

0

- 010050

- 010245

0

0

0100542

0100715

0

- 0100350

0100014

0100010

0101310

- 0100327

0100049

0100007

- 0100181

0

- 010050

- 010245

0

0

0100542

0100715

0

- 0100349

0100014

0100010

0101303

- 0100327

0100005

0100007

- 0100182

0

- 010050

- 010245

0

0

0100542

0100715

0

- 0100349

0

0

0101303

- 0100327

0

0

- 0100182

0

- 010050

- 010245

0

0

0100542

0100715

0

- 0100350

0

0

0101304

- 010316

0

0

- 0100178

0

- 0100497

- 0102449

0

0

0100566

0100724

0

由表 1结果比较可知,文献所述方法由于在计算特征向量导数时忽略二阶摄动项,精度较

低,而本文方法则具有良好的计算精度。

3　结　论

　　本文提出的计算重特征值模态灵敏度的新方法修正了O jalvo [1 ] , K im [6 ]等人方法存在的

缺陷。利用非线性摄动等式并考虑二阶摄动项进行模态灵敏度计算,保证了计算精度。除需要

求解一低阶特征值问题外,本文方法仅需要进行矩阵乘法运算及解一高维线性方程组。由于本

文方法保持了矩阵M 和 K 的对称、带宽及稀疏性,因而线性方程组的求解效率很高。本文方

法特别适合于结构刚度矩阵和质量矩阵不能表示为某结构参数 p 的显式函数时的情形。通过

模态灵敏度可方便地进行结构动力修改,以使结构具有良好的动态特性。当重特征值的变化

(或导数)仍重复时,本文方法会失效。有关这方面的问题将在以后再进行深入研究。
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t ion ra te w as given by A rrhen iu s model. T he resu lts show that the num erica l m ethod and

physica l models are p roper fo r sim u la t ion of sp ray com bu st ion p rocesses.

Key W ords　Sp ray com bu st ion flow　Calcu la t ion　A lgo rithm

AN EXPER IM ENTAL STUDY ON PR IM ARY NOZZL E TY PES
OF EXHAUST EJECTOR SY STEM S

L iL i, Xu Zh iyong, W u Shousheng
(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　Op tim um distances betw een p rim ary nozzle ex it and m ix ing tube

in let, sta t ic p ressu re recovery of the m ix ing flow in m ix ing tube、to ta l p ressu re dist ribu t ion s

at the ex it of m ix ing tube、pump ing coeff icien ts and to ta l p ressu re lo sses of the exhau st ejec2
to r system s w ith fou r d ifferen t types of p rim ary nozzles have been m easu red in the experi2
m en ts. T he resu lts have an impo rtan t reference value fo r select ing p rim ary nozzle types of ex2
hau st ejecto r system s.

Key W ords　N ozzle w ith in jecto r　A erodynam ic tests　Experim en ts

TECHN ICAL NO TES

NONL INEAR PERTURBAT ION M ETHOD FOR ANALY SIS
OF MODAL SENSIT IV IT IES

W ITH REPEATED E IGENVAL UES
Cui Bowen and Shen Y unwen

(7th D ep t. N orthwes tern Polytechn ica l U n ivers ity , X i’an　710072)

ABSTRACT　　　　A n algo rithm w as m ade ou t fo r analyzing the modal sen sit ivit ies

w ith repeated eigenvalues of rea l symm etric m atrices by m ean s of non linear pertu rbat ion e2
quat ion. It has advan tage in reta in ing the symm etry and band structu re of the o rig inal eigen2
system m atrices. A num erica l examp le show s that the m ethod has h igh accu racy and can be

easily imp lem en ted on compu ter.

Key W ords　M odal analysis　E igenvalues　Pertu rbat ion m ethod

TRANSIENT RESPONSES OF BLAD ES TO B IRD IM PACT
COUPL ED W ITH D EFORM AT IONS OF BLAD E

Chen W e i, QiW enka i, Gao D ep ing
(2nd D ep t. N anj ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, N anj ing　210016)

ABSTRACT　　　　 It is necessery to calcu la te the tran sien t respon ses of b lades p re2
cisely in analysis of b lade dam age due to b ird impact. Becau se the defo rm at ion s of b lade can
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