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【摘要】　根据内齿轮副的啮合条件和拉格朗日方程,在旋转坐标系中建立了转子—齿轮联轴器系

统的弯扭耦合振动方程。对方程进行数值积分求解,结果表明,对于对中良好的轴系,弯扭耦合与

弯扭解耦时其瞬态响应的低阶频率值非常接近; 对于不对中轴系,弯扭耦合会产生偶数倍频的弯

曲振动分量和奇数倍频的扭转振动分量。
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1　前　言

　　在文献[ 1, 2 ]中,均采用了几个基本假设,其中之一是“联轴器各内外齿承载相同”,这个条

件隐含了这样一个事实:内齿套轴线和外齿轮轴线是对中的。而在实际工程中存在着不对中或

者对中不良的情形,在不对中时,只有在啮合线上的齿对才接触[3 ] ,因此只有少数几个齿对承

载。在某些情况下,即使对中良好,由于齿形或啮合的误差也会发生上述情况,文献[ 4 ]分析了

齿轮联轴器轮齿的误差后得出了一套计算公式,通过计算可知,当模数为 3,齿数等于 56 时,

其极限情况只有不到 4对齿接触。工程实际的分析和试验[2, 5, 6 ]表明:一些采用齿轮联轴器连接

的转子系统会程度不同地产生倍频的振动分量,而这一分量的出现正是齿轮联轴器不对中的

典型特征,因此有必要进行相应的分析。本文根据内齿轮副的啮合条件和拉格朗日方程,在旋

转坐标系中建立了转子—齿轮联轴器系统的弯扭耦合振动方程。最后进行了数值计算、频谱分

析和相应的讨论。

2　渐开线直齿内齿轮副啮合关系分析

　　设 S i (oix iy iz i)坐标系是与内齿套固连的动坐标系, x i 轴与内齿套某一齿的一侧齿形相交

于基圆 (半径为 rb)上, z i 轴与内齿套轴线重合, oi为坐标原点。设 S (oxy z ) 坐标系为固定坐标

系,如图 1所示。二坐标系之间的关系为:

x = x ico s (Χ+ Ηi) - y i sin (Χ+ Ηi) + x j i, y = x i sin (Χ+ Ηi) + y ico s (Χ+ Ηi) + y j i (1)

　　在动坐标系中,渐开线直齿齿面上任意一点 P 的齿面方程 (内齿套)为:

x i = rb (co sΧi + Χi sinΧi)　　,　　y i = rb (sinΧi - Χico sΧi) (2)



式中 Χi= Α+ Βi, rb为基圆半径。将 (2)式代入 (1)式得:

x = rb [co s (Χi + Ηi + Χ) + Χi sin (Χi + Ηi + Χ) ] + x j i

y = rb [ sin (Χi + Ηi + Χ) - Χico s (Χi + Ηi + Χ) ] + y j i

(3)

图 1　啮合关系分析

　　在 S (oxy z )坐标系中,内齿套齿面上 p 点的法线向量和速度分别为:

n
_

= {rbΧi sin (Ηi + Χi + Χ) , - rbΧico s (Ηi + Χi + Χ) , 0} (4)

V
_

p = {xαp , yαp , zαp } (5)

式中　

xαp = rb [ - (Ηαi+ Χα) sin (Ηi+ Χi+ Χ) + Χico s (Ηi+ Χi+ Χ) (Χαi+ Ηαi+ Χα) ]+ xαj i

yαp = rb [ (Ηαi+ Χα) co s (Ηi+ Χi+ Χ) + Χi sin (Ηi+ Χi+ Χ) (Χαi+ Ηαi+ Χα) ]+ yαj i

zαp = 0
同理可得出外齿轮上 p′点的法线向量和速度,根据啮合条件可得:

(Ηi - Ηe) 2 = [ (x j i - x j e) 2 + (y j i - y je) 2 ]ör2
b (6)

其中:下标 i和 e分别表示内齿套和外齿轮。

设 Β角是连心线与 x 轴之间的夹角,则: co sΒ= (x j i- x j e) öA 　,　 sinΒ= (y j i- y j e) öA

其中: A = (x j i- x j e) 2+ (y j i- y je) 2为两轮中心距。

3　半联轴器系统的运动微分方程

　　如图 2所示的半联轴器是整体系统的一个子系统,下面以此为例来说明系统方程的建立

图 2　半联轴器系统和坐标系

过程,设 S (oΝΓz )为旋转轴系,旋转轴系与固定轴系的变换关系为:

x

y j k

=
co s8 t - sin8 t

sin8 t co s8 t

Ν
Γ
　　 (k = i, e) (7)

　　如果将 (6)式变换到旋转坐标系 oΝΓz 中,则得:

r2
b (Ηj i - Ηj e) 2 = (Νj i - Νj e) 2 + (Γj i - Γje) 2 (8)
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设 co sΒR =
Φj i - Φje

(Νj i - Νj e) 2 + (Γj i - Γje) 2

　　　　sinΒR =
Γj i - Γj e

(Νj i - Νj e) 2 + (Γj i - Γj e) 2

ΒR 表示在旋转轴系中,内外轮中心连线与 Ν轴之间的夹角。从而得 ΒR = Β- 8 t。

圆盘的运动可分解成随其质心的平动和绕质心的转动。对于上述子系统的动能包括内外

齿轮的平动动能和转动动能:

T = 6
k= i, e

1
2

{m jk [Να2jk + Γα2jk + 8 2 (Ν2
j k + Γ2

j k ) + 28 (Γαj kΝjk - Ναjk Γjk ) ]

+ J d
jk [ (- Εαjkco s∆j k - 8 co sΕjk sin∆jk ) 2 + (∆αj k - 8 sinΕj k ) 2 ]

+ J z
jk [ (8 + Ηαjk ) co sΕjkco s∆j k - Εαj k sin∆j k ]2} (9)

式中: m 为齿轮的质量, J
d 和 J

z 分别为齿轮的极转动惯量和赤道转动惯量。

子系统的弹性势能 (包括左右轴段的弹性势能和半联轴器的弹性势能)为:

U = U l + U r + (1ö2) K c (Ηj i - Ηj e) 2 (10)

式中: U l 和U r 分别表示左右轴段弯曲和扭转弹性势能之和, K c 为联轴器轮齿的扭转刚度系

数。

子系统的耗散函数:

R� =
1
2

cl (∆αj i - ∆αje) 2 +
1
2

cl (Γαj i - Γαje) 2 +
1
2

ca (∆αj i - ∆αj e) 2 +
1
2

ca (Εαj i - Εαje) 2 (11)

式中: cl 和 ca 分别为齿轮联轴器的横向阻尼系数和转角阻尼系数。

将约束关系 (8)式代入系统的动能、势能表达式中,消去多余的变量 Ηj i并代入拉氏方程,

略去高阶小量后,即得系统的运动微分方程。由于方程冗长,在此略去。但从式 (8)可以看出,

系统的弯曲振动和扭动振动在齿轮联轴器的啮合处是耦合在一起的。

对于转子系统的弯曲和扭转振动来说,以往在分析时往往把二者分割开来,原因是用来表

征它们运动的广义坐标是解耦的,但在大型的轴承—转子系统中,一般弯曲振动和扭转振动同

时存在,在加入了齿轮联轴器之后,系统的弯曲振动和扭转振动就耦合起来了。由约束方程和

动能、势能的表达式可知,系统方程不仅出现弹性耦合,而且会出现惯性耦合。如果在式 (11)中

考虑了齿轮联轴器的扭转内阻尼,那么阻尼项一定也会出现弯扭耦合的现象。以上的方程只在

ΒR 变化较小时,可近似为线性方程来处理,一般情况下是非线性的。如果轴线间具有静不对中

量,则可通过坐标变换再代入系统方程中,即可得到相应的运动微分方程。

图 3　轴承—转子—齿轮联轴器系统图

对于如图 3所示的实际转子系统,通常包含有二个半联轴器,约束方程为:

r2
b (Η4i - Η4e) 2 = (Ν4i - Ν4e) 2 + (Γ4i - Γ4e) 2

r2
b (Η5i - Η5e) 2 = (Ν5i - Ν5e) 2 + (Γ5i - Γ5e) 2

(12)
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　　考虑了二个半联轴器后,耦合关系将变得更为复杂。以上建立了在齿轮联轴器处的运动微

分方程,对于其他各结点处的运动方程由于弯扭解耦,故可较简单地直接写出,这样就建立了

转子—齿轮联轴器系统的运动方程。对于图 3系统,只要在结点 1, 3, 6和 8处加入相应的 8个

油膜刚度和阻尼系数 (应变换到旋转坐标系中) ,就可得到轴承—转子—齿轮联轴器整体系统

的运动微分方程。图 3由一齿轮联轴器连接的二个 Jeffco t t 转子组成的系统,共有 48个自由

度。

4　非线性数值计算

　　计算模型见文献[ 1 ],工作转速为 3000 röm in。计算时采用无量纲化,具体过程从略[7 ]。数

值计算方法采用加权残值直接积分法[8 ]。计算步骤如下: (1)无静不对中时,在横向冲击作用下

不平衡转子的瞬态响应计算和频谱分析,结果见图 4 (a)。 (2)具有静不对中时,平衡转子的瞬

态响应计算和频谱分析,图 4 (b)为弯曲振动,图 4 (c)为相应的扭转振动。

图 4　工作转速下的响应曲线和相应的频谱图

(注:本文的不平衡指圆盘具有质量偏心而引起的惯性力。图 4 (a)和 (b)的响应曲线已变

换到固定坐标系中。)

5　分析及讨论

　　图 4所示只是其中典型的几种振动响应曲线。从图 4 (a)可见,系统的不平衡响应在瞬态

阶段主要由低阶的衰减振动频率和工频组成,而此衰减的频率值与在弯扭解耦时弯曲振动的

第一阶固有频率值非常接近[1 ] ,适当改变系统的结构参数,上述结论仍然存在; 除了这二个频

率外其他的频率成分很小,可以想象,当轴承的阻尼不足,而系统又存在各种不稳定因素时,系
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统会在低频处发生自激振动。大量计算还发现,仅考虑弯曲振动时,在线性的解耦模型中,系统

的前几阶固有频率都能在弯扭耦合后的振动中表现出来,但耦合后的振动频率更为丰富。从图

4 (b)明显可见,横向位移响应包含着工频的 2, 4, 6,⋯等偶数倍频分量。这一偶数倍频振动分

量正是齿轮联轴器具有不对中时典型的故障特征。并在一些实验中得到证实[2, 5, 6 ]。图 4 (c)显

示了此时的扭转振动具有 1, 3, 5,⋯等奇数倍频振动分量。而且这些倍频振动分量是由内齿套

的惯性力和齿轮联轴器的内阻尼共同作用的结果。文献[ 9 ]指出由于不对中会引起齿轮联轴器

内齿套的惯性力,该力产生 2倍频的弯曲振动,并以此作为不对中故障诊断的判据。实际上转

子的横向裂纹、径向摩擦等故障也都会引起转子 2倍频等的振动分量,因此本文的这一结果能

为这类转子系统的故障提供更为详细的诊断信息。由于上述倍频分量的存在,使得在系统设计

时除了要考虑系统发生主共振外还要考虑发生谐波共振的可能性。

6　结　论

　　在具有齿轮联轴器的转子系统中,弯曲振动和扭转振动是耦合的;在齿轮联轴器对中良好

时,弯扭耦合后与解耦情形[1 ] ,其弯曲振动瞬态响应的低阶频率值非常接近; 在齿轮联轴器具

有静不对中时,弯扭耦合振动会产生偶数倍频的弯曲振动分量和奇数倍频的扭转振动分量,而

且这些倍频振动分量是由内齿套的惯性力和齿轮联轴器的内阻尼共同作用的结果。这一振动

特征可以为故障诊断提供更为详细的诊断信息。
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clude tw o rise and fa ll p rofiles, a m aneuver p rofile and a h igh cycle fa t igue test spectrum.
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REGULAT ION BEHAV IOR ANALY SIS
OF AUTO - EVEN- LOAD CONNECT ING COM PONENT

D u yan l iang, Zhao W e igang, L iu X iandong, Zhu X inqun

M a L im ing, Hao Huazen , Zhang Zup ing
(D ep t. of M echan ica l Eng. Sh ij iazhuang Ra ilway Ins titu te, Sh ij iazhuang　050043)

ABSTRACT　　　　A cco rding to the defo rm at ion o r fractu re cau sed by uneven loads on

the st ructu ra l connect ion, the sm art st ructu re w ith sen sib le and regu la t ive funct ion s has been

p ropo sed to be u sed in bo lt group s. T he sm art st ructu re is con st itu ted w ith the au to- even-

load connect ing componen t m ade of the shape m emo ry alloy m ateria l. T he m echan ica l behav2
io r of the au to- even- load componen t in the bo lt group s is analyszed. Its au to- even- load

and the regu la t ive p rincip le to p reven t the fractu re are a lso studied.

Key W ords　A u tom atic equaliza t ion　Shape m emo ry alloy　Bo lts

INTEGRAL STRESS ANALY SIS TECHN IQUES
AND SOFTW ARE D ESIGN FOR A COM POSITE ROTOR

Zhou Chuanyue, Sheng Huiyu, L in X iangdong, L iM ing
(H a rbin 703 Resea rch Ins titu te, H a rbin　150036)

ABSTRACT　　　　A m athem atica l and m echan ica l model fo r analyzing the in tegra l

st ress of a compo site ro to r is p resen ted, w h ich takes in to accoun t such facto rs as m at ing rela2
t ion s of the variou s componen ts of the ro to r, ro ta t ing cen trifugal fo rces and therm al expan2
sion, etc. A genera l- pu rpo se softw are (R EC) fo r the analysis of the ro to r in tegra l st ress has

been designed, w h ich can be emp loyed no t on ly fo r a comp lica ted ro to r inco rpo ra t ing bo th ra2
dia l and ax ia l p ret igh tenn ing, bu t a lso fo r a ro to r w ith any arb it rary ax isymm etrica l st ruc2
tu res. W ith the help of the softw are it is po ssib le to ascerta in au tom at ica lly w hether the m at2
ing su rface among the variou s componen ts loo sen s, and to determ ine a ra t ional rad ia l in terfer2
ence and ax ia l p ret igh tenn ing. T he analysis of num erica l examp les and p ract ica l engineering

app lica t ion s indica tes that the p rovided m ethod is co rrect, the softw are design ra t ional and

the calcu la t ion p recision and the speed qu ite h igh.

Key W ords　Ro to rs　Stress analysis　P rogramm ing

RESEARCH ON COUPL ED
LATERAL TORSIONAL V IBRAT ION

OF ROTOR- GEAR COUPL ING SY STEM
L iM ing, Zhang Y ong, J iang Pe il in , Y u L ie

( Ins titu te of L ubr ica tion Theory & B ea r ing , X i’an J iaoTong U n ivers ity , X i’an　710049)

ABSTRACT　　　　Based on the m esh ing condit ion of the gears, the con stra in t equa2
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