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滑动轴承—转子系统 Hopf 分岔

分析计算方法*
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【摘要】　基于Hopf 分岔定性理论、周期系统F loquet 理论, 针对流固耦合系统力函数计算特点, 并

考虑系统规模大小对算法的不同要求, 提出了一套新的转子—轴承系统 Hopf 分岔分析计算方法。这套

方法主要包括自激周期解计算的边值方法、周期解稳定性判别算法、周期解预测—校正延续算法、自

激振动的稳定裕度准则等, 可以有效地确定转子—轴承系统Hopf分岔临界点及分岔方向, 可以研究分

岔解的发展、变化, 包括研究实践中关注的 “跳跃”、“迟滞”等典型非线性现象。

　主题词: 　转子　滑动轴承　分岔

　分类号: 　V231. 9

1　前　言

　　随着学科发展和工业需要的不断推动, 90年代以来对转子—轴承系统分岔特性的研究得

到加强
[ 1]
。作者在文献 [ 2, 3] 中分别研究了某大型发电机轴系的自激振动和概周期振动, 前

者涉及到Hopf 分岔, 后者分析了非自治系统广义 Hopf分岔。由于流固耦合高维非线性问题

的复杂性, 此类以规模较大的系统为对象所进行的非线性动力学分析只是初步的尝试, Hopf

分岔的数值分析目前仍局限于规模较小的系统
[ 4～ 6]
。本文针对滑动轴承动态油膜力计算的特

点, 考虑系统规模大小对算法的不同要求, 较系统地研究了滑动轴承—转子系统 Hopf 分岔特

性的分析计算方法, 提出了一套新方法, 它包括确定分叉点的方法、一种带参数的周期解改

进打靶法、周期解稳定性数值方法和一个自激振动稳定裕度准则, 以及确定超、亚临界 Hopf

分岔的计算方案、周期解预测一校正延续算法等。由这套新的算法编制、集成了滑动轴承—

转子系统 Hopf分岔分析计算软件包, 对采用有限长轴承模型的刚性 Jeffco tt 转子系统进行了

Hopf分岔计算、分析, 研究结果丰富、深化了关于轴系 Hopf分岔的认识。

2　Hopf 分叉与线性失稳

　　可用下述单参数常微分方程系统来描述轴承—转子系统的横向振动:

x
�= f ( x , �)　　　　　( x , �) ∈R

n× R ( 1)

　　设系统 ( 1) 有平衡点 x o= x o ( �) , 即满足 f ( x o, �) = 0, 并设 f ( x , �) 在 ( x o, �)

的邻域内可导, 则非线性系统 ( 1) 关于平衡点 ( x o, �) 的线性化单参数系统为:

x�= A-x　　x ∈ R
n ( 2)



式中: A
- 为 Jacobi矩阵 A

-= �f ( x o, �) / �x
线性动力学分析实践表明, 大多数情况下轴承—转子系统在失稳临界参数 �= �o 处满足

下述条件: ( 1) A
- ( x o, �o) 有一对纯虚非零特征值±j�o, 并且其余 ( n- 2) 个特征值均有负

实部; ( 2) ( du/ d�) �= �
o
≠0, 这里 u ( �) ±j � ( �) 为矩阵 A

- ( x o, �) 的对于±j �o连续展开

的特征值; 这组条件正是 Hopf分叉条件。Hopf分叉理论指出满足该条件时非线性系统 ( 1)

将从平衡点分叉出一个周期解。

根据Hopf 分叉理论, 若系统 ( 1) 满足 Hopf分叉条件, 并且 ( du/ d�) �= �
o
> 0, 则除了

�= �o的情况以外, 有下述两种情况之一发生。( 1) 超临界分叉。在 �> �o 方向, 系统从平衡

点 ( x o, �o) 分叉出稳定的周期解, 并且当 �→�o 时, 周期解 g ( t ) →x o ( �o) ; ( 2) 亚临界

分叉。在 �< �o 方向, 系统从平衡点 ( x o, �o) 分叉出不稳定的周期解, 并且当 �→�o 时, 周

期解g ( t ) →x o ( �o)。

3　求自激振动周期解的边值方法

　　常微分方程系统 ( 1) 为自治系统, 求该系统的自激振动周期解可视为求解周期T 未知的

自由边值问题: 　　　　　　x
�= f ( x , �) 　, 　x ( o) - x ( T ) = 0　　　x∈R

n
( 3)

引入参数 s= x ( o) ∈ (  为选取的Poincare 截面) , 则适合问题 ( 3) 的 x ( o) 和T 即

为非线性代数方程 ( 4) 的解: 　　　　　　　　　r ( s) = s- x ( T , s) = 0 ( 4)

其中: x ( T , s) 由下述初值问题确定, x
�= f ( x , �) , x ( o) = s。这里 x ( T , s) ∈ 。

在前文献 [ 2] 中针对规模较大的系统提出了一种较有效的求解方程 ( 6) 的迭代计算方

案, 其特点是迭代中不需要计算 f ( x , �) 的 Jacobi矩阵或等效的差商矩阵, 而是采用Broyden

秩为 1迭代式。文献 [ 2] 由此提供的打靶类方法 ( BSM 法) 用于大系统有其优越性, 但用于求

解小系统Hopf 分叉解不甚适宜, 主要不足是计算速度快的优势不能发挥并且计算过程中的信息不

能够用于周期解 (轨道) 稳定性分析。本文提出一种改进的拟牛顿打靶法迭代方案, 其迭代式:

s
(k+ 1) = s

( k) - !k[△r ( s( k) ) - 1] r ( s ( k) ) ( 5)

带有参数 !k , 式中: 上、下标 k 记迭代次数, △r ( S ) 是向量函数 r ( s) 的差商矩阵。

上述针对规模较小的轴承—转子系统构造的自激振动周期解计算方法 (以下简称 PNSM

法) , 经计算实践验证, 其计算效率高、收敛性好, 可以求解稳定性很低、甚至不稳定的周期

解, 并且每步迭代中计算的差商矩阵△r 在随后进行解的稳定性分析中可以得到充分利用。至

此, 得到了分别适用于规模较大和较小的系统自激周期解计算方法 ( BSM 法和 PNSM 法)。

4　自激周期解的稳定性及一个稳定裕度准则

　　将周期解g ( t ) 的被扰运动g ( t) + y ( t ) 代入方程 ( 1) 后, 对扰动向量y ( t ) 作T aylor 展开

且仅保留一次项, 得到y ( t ) 满足的微分方程: 　　　y
�= A ( t ) y　, 　A ( t+ T ) = A ( t ) ( 6)

其中: A ( t) = [ �f ( x , �) / �x ] � x= g ( t)为周期系数矩阵。g ( t ) 的稳定性由方程 ( 6) 的稳

定性决定。

方程 ( 6) 为周期系数线性常微分方程。根据 Floquet 理论, 方程 ( 6) 的稳定性归结为求

特征矩阵C。而 C的计算对隐式微分方程可转化为求差商矩阵△r , 且有C= I- △r。由此可

求出特征指数。由 Floquet理论可得自激振动周期解 g ( t) 的稳定性准则:

准则 1　若 ( n- 1) 个特征指数有负实部, 则 g ( t) 是稳定的; 至少有一个特征指数的实
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部大于零, 则 g ( t) 是不可稳定的; 至少有两个特征指数的实部为零, 则为临界情况。

为表达自激振动周期解的稳定性程度, 本文定义一个特征量 ∀, 称之为稳定度。设特征指

数为: #i= - u i+ j �i, i= 1, 2, ⋯, n。因必有一个特征指数的实部为零, 不妨设 un= 0, 定

义稳定度为: ∀= min ( u1 , u2, ⋯, un- 1 )

显然, 准则 1可描述为: 若 ∀> 0, 则 g ( t ) 稳定; ∀< 0则 g ( t) 不稳定; ∀= 0为临界

情况。∀反映了扰动向量 y ( t) 随时间增大时的收敛性, 可用来表征 g ( t) 的稳定性程度, 由

此建立一个稳定裕度准则:

准则 2　轴承—转子系统自激振动周期解的稳定裕度由稳定度 ∀来度量。∀较大表明 g

( t ) 的稳定性较高, 反之稳定性较低。

稳定度 ∀的计算精度首先取决于周期解 g ( t ) 的精度。若用前述 PNSM 法求解周期解,

可以对迭代计算过程中的近似解由差商矩阵△r 计算近似的 ∀, 以便综合分析和控制g ( t) 和

∀的计算精度; 若用 BSM 法计算周期解, 则在求出精确的周期解后, 再参照本文方法计算差

商矩阵后即得 ∀。

5　分叉方向的分析计算方法

　　根据Hopf 分岔的性质, 利用周期解及其稳定性计算分析, 可以判断具体系统的 Hopf 分

岔方向。本文构造了一种计算方案, 以转速 ∃ 为分岔参数介绍其基本思想及步骤:

步 1　在 ∃ s (失稳转速) 的一个邻域 ( ∃ s , ∃ s+ △∃ ) 内求解周期解, 若不存在稳定的周

期解, 则转步 2。若存在稳定的周期解, 并且当 ∃→∃ s时振幅趋近于零, 则为超临界分岔; 若

振幅不趋近于零, 则为亚临界分岔。

步 2　至此步原则上已可判定为亚临界分岔。为进一步验证, 可在区间 ( ∃ s- △∃ , ∃ s ) 内

求解周期解。若存在不稳定的周期解, 并且它的振幅随 ∃→∃ s 而趋近于零, 则原判断正确。

6　分岔解发展、变化的分析方法

　　Hopf分岔理论及方法多局限于研究分岔点及分岔方向, 但处理实际工程问题需要进一步

研究分岔解随参数变化的发展情况, 以了解 Hopf 分岔的全貌。

提出一种周期解预测—修正延续算法。构造此算法的思路: 将周期解的跟踪转化为延续

计算Poincare映射不动点的解曲线, 然后利用类似文献 [ 8] 关于分岔点的延续算法思路来构

造算法跟踪不动点。本文中满足方程 ( 4) 的 x ( o) 即为 Poincare映射不动点。设由前述打靶

法已求出二个参数下的周期解, 则可从这二个初始解开始进行计算一步步地跟踪解曲线。记

g i- 1 ( t)、g i ( t ) 分别为 �i- 1, �i 参数下的二个解, 对应的满足方程 ( 4) 的 x ( o) 及 T 记为

( x i- 1 , T i- 1) 和 ( x i , T i) , 则可得到参数 �i+ 1下关于 x i+ 1、T i+ 1的一个Euler 预测:

x i+ 1 = x i +
x i - x i- 1

�i - �i- 1
( �i+ 1 - �i )　　,　　T i+ 1 = T i +

T i - T i- 1

�i - �i- 1
( �i+ 1 - �i) ( 7)

　　这里不需要更高阶的公式, 因为每步预测后都需要进行迭代修正, 迭代式仍采用式 ( 5) ,

对于规模较大的系统亦可采用前述Broydon 秩为 1迭代式[ 2]。由修正后的 ( x i+ 1 , T i+ 1 ) 即可

通过初值问题一个周期内的积分得到�i+ 1参数下的周期解 g i+ 1 ( t)。根据已有数据进行预测并

作为迭代修正的初始值, 这种技术在本文中亦用于处理分岔点及动态油膜力的延续计算。

对延续计算中每步得到的周期解需进行稳定性计算分析, 若解的稳定性发生变化, 如超

临界分岔解由稳定变为不稳定, 亚临界分岔解由不稳定变为稳定, 则系统都将发生二次分岔。
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若亚临界分岔时系统同时存在稳定的大 “尺度”周期解, 也可用上述延续算法对其进行跟踪

并进行稳定性判别。

7　算例及讨论

　　研究对象为采用有限长圆柱轴承模型的刚性 Jeffco tt 转子系统。它可简化为质量为 m 的

轴颈支承在单个轴承上的模型。轴承非线性油膜力根据有限长轴承模型, 通过求解普遍雷诺

方程得到。

在等温、层流假设下, 圆柱轴承动力润滑的决定性相似变量只有一个, 为轴承长径比 L /

D ; 性能相似一般通过轴颈相对轴承的偏心率E 来描述。文中采用通常的无量纲变换, 取无量

纲位移 X = x / c, Y = y / c , 无量纲油膜力 Fx = ( f x%2 ) / ( &�-LD ) , 无量纲质量 M =

( mc�-%2) / ( &LD ) , 无量纲时间 ∋= �-t。其中C 为轴承的半径间隙, L 和 D分别为轴承的长度

和直径, %为间隙比, &为润滑油动力粘度, �-为工作圆频率。
取 L / D= 1, 并采用层流、等温假设, 通过线性稳定性分析得知, 系统除 E 约大于0. 8时

为恒稳外, 系统均存在失稳转速∃ s, 并且在转速 ∃ = ∃ s处均满足Hopf 分岔条件。本文将研究

不同偏心率下产生的Hopf 分岔的特性。为了更清楚地表述计算结果, 文中已将部分相似变量

转换为有量纲物理量, 转换中取 D= 100 mm , %= 0. 002, &= 0. 01802 NS/ m
2
, c= 0. 1 m m,

m= 140～6330 kg。分岔点计算的部分结果见表 1, 表中m 为给定的质量, ∃ s为相应的线性失

稳转速, (为涡动比 ( (= �/ �-, �为涡动角速度) , E s为相应的失稳临界状态偏心率。

表 1　不同 m 下的 Hopf 分岔点

m ( kg) 140 285 435 2270 6330

∃ s ( r/ min)

(

E s

5970

0. 501

0. 05

5980

0. 501

0. 10

5995

0. 502

0. 15

6190

0. 505

0. 50

6905

0. 441

0. 70

运用本文提出的分岔方向判别方法, 通过计算分岔点邻域内的周期解及其稳定度∀, 确定

了系统在不同系统参数下 ( 0. 05≤E s≤0. 7) 的分岔方向: 当 E s< E
*
s ≈0. 13时, 系统在 ∃ s处

产生亚临界 Hopf分岔; 当E s> E
*
s 时, 系统在 ∃ s处产生超临界 Hopf分岔。

以 E s= 0. 15, 0. 5和 0. 7为例, 超临界分岔解的产生及发展过程见图 1。以 E s= 0. 05和

0. 1为例, 亚临界分岔解及共存的大 “尺度”解的产生、发展过程见图 2。对周期解进行了详

细的频谱分析, 限于篇幅不给出谱图。

图 1　超临界分叉 图 2　亚临界分叉图

由计算结果, 可对超临界分岔时系统自激振动的特性分析如下: ( 1) 轴系线性失稳发生分岔
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后, 在很宽的转速范围内存在稳定的周期解, 系统的定常运动为周期性自激振动; ( 2) 这种自激振

动一般具有突发性, 且随 E s减小突发性增强; ( 3) 自激振动的涡动比在不同E s下一般随 ∃ 增加
先略为减小, 后略有增加, 其值均接近于相应E s下线性分析的涡动比 (表1) ; ( 4) 自激振动在不

同的E s和 ∃ 下均以基频 ( (∃ ) 分量为主, 高阶谐波分量很小, 且 X 和 Y 两方向的振幅相近;

( 5) 当 ∃ < ∃ s时, 系统的定常运动状态为静态平衡点, 未发现其它形式的定常运动存在; ( 6) 不

存在固有的 “跳跃”“迟滞”特性。当然, 由于振幅对转速极为敏感亦会导致升、降速过程瞬态响

应表现出某种突变和滞后特点。这种特点与所述固有特性应加以区分。

由计算结果, 可对亚临界分岔作如下分析: ( 1) 在∃ < ∃ s的一个不大的转速范围内, 系统存

在定性理论预言的不稳定的周期解, 此解的幅值随 ∃ 减小逐渐增大。此解只有理论意义, 而不会

成为实际发生的自激振动; ( 2) 发现系统在很大的转速范围内存在大 “尺度”周期解, 该解还延

伸到 ∃ < ∃ s方向, 解的稳定度∀随∃ 减小逐渐趋近于零, 至∀= 0后更低的转速下不存在稳定的

周期解; ( 3) 从数值特征上看, 不稳定的分岔解与大 “尺度”解在某一转速下相互转化, 并发生

稳定性交换。这种规律符合运动状态演化的一般认识, 但不能得到充分的理论支持; ( 4) 在 ∃ <

∃ s 的一定转速范围内稳定的平衡点和稳定的周期解共存, 若受到足够的扰动, 系统将发生自激振

动; 这个特定的转速范围随E s 减小而增大; ( 5) 系统存在固有的 “跳跃”、“迟滞”非线性振动特

性; ( 6) 大 “尺度”振动的频率特性及谐波组成与超临界情况类似。

8　结　论

　　提出的滑动轴承—转子系统 Hopf分叉分析计算方法由线性系统特征值方法、自激周期解计

算的边值方法、周期解稳定性判别方法、周期解预测一校正延续算法等基本算法组成, 可以确定隐

式微分方程系统的Hopf分岔点、分岔方向, 并可用于研究 “跳跃”、“迟滞”等典型非线性现象。

对于自激周期解的计算, 文中针对规模较小的系统构造的算法 ( PNSM 法) , 与作者在文献 [ 2] 中

提出的适用于大系统的算法 ( BSM 法) 一起较成功地处理了这个问题。根据超、亚临界Hopf分

岔的定性特征构造的分岔方向判别方法其物理意义明确并具有几何直观性, 适用于处理隐式微分

方程系统, 避免了传统方法需要力函数高阶导数的局限。提出的周期解预测—校正延续算法使解流

形的跟踪有线索可寻, 因而较为快捷、可靠。由这套新的算法编制、集成的软件包可以高效、精确

地研究滑动轴承—转子系统的 Hopf分岔复杂动态行为。
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w as investig ated thr ough approx imate sim ulat ion experiments. The plates had f iv e dif ferent

geom etry conf igurations. T he experimental r esults indicated that the convect ive heat t ransfer

co ef ficient in the coo ling hole, the adiabat ic f ilm ef fect iveness and geom etrical conf igurat ion

w er e the crit ical factors for the overall cooling effect iv eness. T he invest igat ion plays an im-

por tant role in designing the incl ined m ult ihole w all and select ing the geom etry of these cool-

ing conf igurat ion.

Key Words　Combust ion chambers　Cooling ef ficiency　Experiments

EXPERIMENTAL STUDY ON FILM COOLING

ON A SUCTION SURFACE

OF A PLANE TURBINE CASCADE
Chen Fu, Song Yangping, Wang Zhongqi

( Energy Science and Engineering School, Harbin Institute of Technology , Harbin 　150001)

ABSTRACT　　　　The flow f ield str ucture of a film cooled turbine fo r a typical design

w ith four row s of coo ling holes on the suct ion surface has been invest igated in a plane cas-

cade rig by the aid of f low visualization techniques and pneumatic probe m easurement . T he

exper im ental r esults show ed that a lit t le vo rtex in opposite direct ion of r otat ion em erged as

the passage vortex ex isted at the roo t of suction surface. T he vortex was induced mainly by

mix ing betw een mainst ream and inject ing air, and resulted f rom fo rmat ion of kidney- shaped

vor tex . T he injected air w as essent ially absent in a t riangular region extending fr om near the

region o f peak curv ature on the blade to it s t rail ing edge, and the separ ation line of the pas-

sage vo rtex was skew ed tow ard the end w al l. A very complex three- dim ensional flow oc-

curred in the dow nst ream of the jet exit , and remained near the blade surface at the ex it o f

the cascade. The kidney- shaped vortex w as kept near the blade surface, and mixed w ith the

w ake at the ex it of the cascade.

Key Words　Turbines cascades　Flow f ields　Exper im ents

HOPF BIFURCATION

OF A ROTOR- SLIDING BEARING SYSTEM
Yuan Xiaoyang and Zhu Jun

(Theory of Lubrication and Bearing Institute, Xi'an Jiaotong University , Xi'an　710049)

ABSTRACT　　　　A new numeric- analy t ical m ethod for Hopf bifurcat ion o f a r otor

- bearing system is presented according to the Hopf bifurcat ion theor y and Floquet stability

theory . T he m ethod com prises a modified shoot ing method for calculat ing per iodic solut ions,

a calculation method for determining the stabil ity o f the solut ions, and a pr edict ion corr ection

pr ocedure for t racing the solut ions, etc. The so ftw are package realized w ith these techniques

w as used for eff icient and accurate study of Hopf bifurcat ion behaviors o f ro to r- sliding bear-

ing systems. T he results show that ther e exists an unstable subcrit ical l im it cy cle for small

E s , the journal center eccentricity r at io at a critical instability . A stable supercr it ical l im it cy-

cle ex ists fo r larg e E s . When supercrit ical bifurcat ion occurs, limit cycle appears as so on as

the rotor speed exceeds its threshold value, and the limit cy cle does no t becom e unstable unt il

the rotor speed surpasses the threshold speed a lot . W hen subcrit ical bifurcat ion occurs, the
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behavior of rotor is mo re com plicated. In addition to existence of an unstable lim it cycle be-

low the threshold speed, there ar e larg e- amplitude stable limit cy cles both above and below

the threshold speed. T hat explains w hy jump phenom ena and hy steresis in the am plitude may

occur in a rotor- sliding bearing system .

Key Words　Ro to rs　Sl iding bear ing　Bifur cat ion

VIBRATION CONTROL OF ROTOR

ELECTRO- RHEOLOGICAL SYSTEM BASED

ON FUZZY LOGICAL SYSTEM
Qu Wenzhong, Yao Guozhi, Qiu Yang
(Xi'an Jiaotong University , Xi'an　710049)

ABSTRACT　　　　Elect ro- rheolog ical ( ER) fluids have ex tensive applicat ion in the

field o f vibrat ion contr ol as a kind o f intelligent m aterials. It is very diff icult to develop a con-

vent ional cont rol system due to the nonlinearity of the ER effect in regard to elect ric f ield

st rength, temperature or shear rate. An adapt ive fuzzy control system is com posed of a st ruc-

tural identif icat ion system and a controller system , and int roduced for the ER dam per- r otor

vibration system due to the function approx imator property o f fuzzy log ical system. A numer-

ical study indicates the validity of the adapt iv e algo rithm and the ef fect ive suppresion o f the

rotor vibration.

Key Words　Ro to r　Vibration　Contro l　Fuzzy control theory　Adapt ive algo rithms

A ROTATIONAL SYMMETRY FINITE ELEMENT

MODEL OF GAS TURBINE ROTOR

IN CHARACTERISTICS ANALYSIS
Zhou Chuanyue, Wen Xueyou, Liu Xueyi
(Harbin No. 703 Research Institute, Harbin　)

Zou Jingxiang
(Harbin Institute of Technology , Harbin　150001)

ABSTRACT　　　　A rotat ional symm etry finite element m odel is prov ided to calculate

gas turbine shaft cr it ical speeds and unbalance response analy sis. A Fourier series representa-

tion allow s the three- dimensional shaf t geom etry to be modeled in a basic sect ion by using

thr ee- dimensional elem ent . U nlike a beam element model, a solid element representat ion al-

low s the actual ro tor geom etry to be modeled. A matrix reduct ion technique is used to reduce

the degrees o f f reedom . An engineering exam ple of mar ine gas turbine ro to r is appl ied to the

verification o f the prov ided m odel.

Key Words　Ro to r　Dynam ic character ist ics　Fourier series　Finite Element Model
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