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摘要: 把近代最优控制论方法引入轴流透平叶片的设计, 在优化的轴流透平子午通道内, 建立包括透平级

内所有性能参量的最优流型命题的完整的物理模型及其数学表达式, 并归化为一个在给定初始状态、自变量

终端固定、部分状态变量终端受有约束的条件下, 使级的某一性能指标 (如级的功率) 达到最优的最优控制

问题, 应用“代价函数法”及“共轭梯度法”编制计算程序, 计算得到符合给定约束条件、并使目标函数取

极值的最优环量分布, 结果是令人满意的。
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1　前　言

　　近年来, 优化设计已深入到工程设计的各个

领域。但应用最优控制论进行叶轮机 S 2 流面最

优流型的设计报道的文献资料不多。文献 [ 1,

2 ] 虽把最优控制论引入了最优流型设计, 也建立

了较为完善的数学模型和工程约束条件, 但还未

涉及实际的计算求解。文献 [ 3 ] 在国内首次进行

了压气机最优流型的控制, 取得了一些有益的结

果, 但其设计是以导叶出口截面 (第一截面) 参

数 (包括流量) 及环量分布C 1u r1 (r1) = f (r1) 已

知为前提的; 并非在整级全部性能参量所形成的

向量空间内进行的完整的优化设计。针对最优流

型设计工作的不足, 本文依据整级优化的思想

(即考虑包括导、动叶进出口截面全部热力, 几何

参数) 建立了完善的物理模型及数学表达式 (九

维状态空间, 四维控制空间) , 不仅改进、完善了

最优流型的设计思想, 也在计算方法上取得了新

的突破。

2　叶片最佳流型设计的物理模型

　　本文所述的最佳流型设计是在已经给出的优

化子午几何通道内 (图 1) , 并在叶列间的无叶间

隙内进行, 它满足轴对称流动的假定。这样, 在

S 2 流面内的径向叶片力 F r 及所有周向微分量,

图 1　优化子午几何通道参数

就可以忽略不计了。同时还假定: 流动是相对稳

定、绝热、可压及当地无粘而过程是不等熵的。

在上述假定下, 流动应遵循连续方程、动量

方程、能量方程、过程方程、理想气体的状态方

程、熵的关系式及速度三角形关系式, 并由此可

推出径向平衡方程, 作为等式约束考虑在最佳流

型设计的物理模型中。

根据最优控制理论, 本文建立了最优控制环

量与流线曲率半径的最优流型设计的物理模型:

　　 (1) 状态向量:　　　　　　X
ψ

= (x 1, x 2,⋯, x 9) T =

(C 1m , G 1, C 1u r1, Υ1, C 2m , G 2, C 2u r2, Υ2, r2) T (1)

其中: Cm 为绝对速度在子午面上的投影 (m ös) ,

G 为流量 (kgös) , C u 为绝对速度的周向分量 (m ö



s) , C u r为环量 (m 2ös) , Υ为Cm 与绝对速度的轴

向分量间夹角 (弧度) , r为半径 (m ) , 1为导叶

出口截面, 2为动叶出口截面, m 为子午面方向。

　　 (2) 控制向量:　　　　　　U
ψ

= (u 1, u 2, u 3, u 4) T =

[d (c1u r1) öd r1, r1m , d (c2u r2) öd r1, r2m ]T (2)

　　 (3) 系统的微分方程组:

d x 1öd r1 = f 1 (r1, x 1, x 3, x 4, u 1, u 2)

d x 2öd r1 = f 2 (r1, x 1, x 3, x 4) , d x 3öd r1 = f 3 (u 1)

d x 4öd r1 = f 4 (r1, x 1, x 3, x 4, u 2)

d x 5

d r1
= f 5 (r1, x 1, x 3, x 4, x 5, x 7, x 8, x 9, u 1, u 3, u 4)

d x 6öd r1 = f 6 (r1, x 1, x 3, x 4, x 5, x 7, x 8, x 9)

d x 7öd r1 = f 7 (u 3)

d x 8öd r1 = f 8 (r1, x 1, x 3, x 4, x 5, x 7, x 8, x 9, u 4)

d x 9öd r1 = f 9 (r1, x 1, x 3, x 4, x 5, x 7, x 8, x 9)

(3)

　　 (4) 初始条件:　　　　　　G 1 (r10) = G 2 (r10) = 0

Υ1 (r10) = Υ2 (r20) = 给定值 (4)

其它状态量初值可根据文献 [ 5 ] 中轴流透平级几

何通道优化计算的结果给出。

(5) 约束条件: 终端状态部分固定

G 1 (r1f ) = G 2 (r2f ) = Gϖ = 给定

r2 (r1f ) = rλ2 = 给定值 (5)

其它状态量自由, 控制量无约束。

(6) 指标泛函: 指标泛函一般有两种选择: 一

种是在要求的级效率下级输出功率最大; 一种是

在规定的作功量下级效率最高。现选择前一种。

J =∫
r1f

r10

Ξ(C 1u r1 - C 2u r2)C 1m co sΥ1Θ12Πr1d r1

ΓT =∫
r1f

r10

Γ(r1)C 1m co sΥ1Θ12Πr1d r1

(6)

于是, 轴流透平级叶片最佳流型设计的最优

控制命题可表述为: 寻找U
ψ= (u 1, u 2, u 3, u 4) T

的最优分布, 在满足约束条件 (5) 下, 使系统

(3) 由初态 (4) 转移至终端状态 (5) 时, 指标

(6) 达到最大值。

3　叶片最佳流型设计的求解

　　如前所述, 我们已将轴流透平级叶片最佳流

型的设计问题归纳为一个在给定初始状态、自变

量终端固定、部分状态变量终端受有约束的条件

下,使级的输出功率达到最优值的最优控制问题。

借助于数值计算方法, 首先采用“代价函数法”

(或称“罚函数法”) 将状态变量带有终端约束的

问题转化为无约束问题, 然后再采用“共轭梯度

法”加以实现。该最优流型问题的求解过程如下:

(1) 用“代价函数法”作新的目标函数

J =∫
r1f

r10

- Ξ(C 1u r1 - C 2u r2)C 1m õ

co sΥ1Θ12Πr1d r1 + A P

式中代价项

A P = (1ö2)N j {[x 2 (r1f ) - Gϖ1 ]2 +

[x 6 (r1f ) - Gϖ2 ]2 + [x 9 (r1f ) - rλ2 ]2}

(N (k+ 1) = N N 1×N
(k )　N N 1 > 0)

经此处理后, 终端状态全部自由, 原有约束最优

控制问题转化为无约束最优控制问题。同时, 原

求最大值问题也化为求 J 的最小值问题, 且它与

原命题等价。

(2) 引入拉格朗日乘子Κ= (Κ1, Κ2, ⋯, Κ9) T ,

组成哈密尔顿函数: H = f 0 + Κ1f 1 + Κ2f 2 + ⋯+

Κ9f 9

边界条件: 初态: X
ψ (r10) = X

ψ (0)

终态: Κi (r1f ) 由下式确定:

Κi (r1f ) = 0　 ( i = 1, 3, 4, 5, 7, 8)

Κi (r1f ) = 5K ö5 x i = N j Ωi =

N j [X i (r1f ) - X
(f )
i ]　 ( i = 2, 6, 9)

伴随方程:

d Κ1öd r1 = - (5H ö5 x 1) = - [5f 0ö5 x 1 + Κ1 (5f 1ö5 x 1) + Κ2 (5f 2ö5 x 1) + ⋯ + Κ9 (5f 9ö5 x 1) ]

d Κ2öd r1 = - (5H ö5 x 2) = - [5f 0ö5 x 2 + Κ1 (5f 1ö5 x 2) + Κ2 (5f 2ö5 x 2) + ⋯ + Κ9 (5f 9ö5 x 2) ]

�
d Κ9öd r1 = - (5H ö5x 9) = - [5f 0ö5x 9 + Κ1 (5f 1ö5x 9) + Κ2 (5f 2ö5x 9) + ⋯ + Κ9 (5f 9ö5x 9) ]

　　 (3) 迭代计算中控制变量的取值

按下式求出第 k 次迭代时指标的梯度

g
τ (k) = 5H ö5U

ψûU
ψ= U

ψ (k) ( t) =

(5H ö5 u 1, 5H ö5 u 2, 5H ö5 u 3, 5H ö5 u 4) T ûU
ψ= U

ψ (k) ( t)

其中:
5H
5 u 1

= Κ1
5f 1

5 u 1
+ Κ3

5f 3

5 u 1
+ Κ5

5f 5

5 u 1

5H ö5 u 2 = Κ1 (5f 1ö5 u 2) + Κ4 (5f 4ö5 u 2)

5H ö5 u 3 = Κ5 (5f 5ö5 u 3) + Κ7 (5f 7ö5 u 3)

5H ö5 u 4 = Κ5 (5f 5ö5 u 4) + Κ8 (5f 9ö5 u 4)

并按共轭梯度方法求出寻优方向 P
ψ (k ) :

P
ψ (k ) = - g

τ (k) + Β(k ) õ P
ψ (k- 1)

其中共轭系数:

Β(k) =
(g
τ (k) , g

τ (k ) ) ö(g
τ (k- 1) , g

τ (k- 1) )　k > 0

　　　　　0 k < 0
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对第 (k + 1) 次控制变量取值为:

U
ψ (k+ 1) = U

ψ (k ) + Α(k)
P
ψ (k)

其中: Α(k)为最优步长。

(4) 初始控制U
ψ (0) ( t) 的选取

用共轭梯度法进行计算时, 要求对初始控制

U
ψ (0) ( t) 进行适当选取, 如果选取得当, 可以加速

迭代过程的收敛性。若有一定的实际计算经验并

且根据具体问题的物理意义, 一般可以较好地选

取U
ψ (0) ( t)。本文就是这样选取U

ψ (0) ( t) 的。

(5) 最优步长 Α(k )的选择

用共轭梯度法进行计算时, 还需对步长参数

Α(k )进行适当选择。如果 Α选取得当, 迭代过程收

敛就快; 反之收敛慢, 甚至有可能算不出所要求

的结果来。这里, 解一个一维极小问题:

J [U
ψ (k) ( t) + Α(k )

P
ψ (k ) ] = m in

Α> 0
J [U

ψ (k) ( t) + ΑP
ψ (k ) ]

可以最佳地确定 Α(k)的值。解一维极小问题有许多种

方法, 本文采用了曲线拟合法, 它充分利用了计算过程

中已得到的量, 能比较好地确定出 Α(k )。

(6) 计算过程的终止

设 Ε是给定的允许误差范围, 则当指标泛函

J 的值的相对误差小于 Ε时, 即当满足:

J [U
ψ (k+ 1) ( t) ] - J [U

ψ (k ) ( t) ]

J [U
ψ (k+ 1) ( t) ]

= ∆δ< Ε

时, 计算过程才可以终止。

4　计算结果及分析
4. 1　算　例

　　 (1) 给定的设计参数: 流量Gϖ= 45 kgös; 透

平转速 n = 12000 röm in; 透平进口总压 P
3
0 =

412434×105 Pa; 透平进口总温 T
3
0 = 1180 K; 透

平级出口压力 P
3
2 = 1. 794×105 Pa。

(2) 状态变量初值X
ψ (0) :

X 1 (r10) = C 1m (r10) = 1861785

X 2 (r10) = G 1 (r10) = 0

X 3 (r10) = C 1u r1 (r10) = 129144

X 4 (r10) = Υ1 (r10) = - 915

X 5 (r10) = C 2m (r10) = 236. 40

X 6 (r10) = G 2 (r10) = 0

X 7 (r10) = C 2u r2 (r10) = - 7111

X 8 (r10) = Υ2 (r10) = - 915

X 9 (r10) = r2 (r10) = 012461

　　 (3) 代价因子取值: 第一次迭代计算时, 代

价因子N = 50, 以后每次迭代时代价因子均增大

215倍。

4. 2　计算结果

　　按如前所述的数值计算方法进行最佳流型设

计, 得到满足约束 (5)、使系统 (3) 由初态

(4) 转移到终态 (5) , 并使指标 (6) 达最大值的

最优控制

U
ψ (r1) = [u1 (r1) , u 2 (r1) , u 3 (r1) , u 4 (r1) ]T (图略)

及相应的最佳轨迹

X
ψ (r1) = [x 1 (r1) , x 2 (r1) ,⋯, x 9 (r1) ]T (图略)

　　根据得到的最优流型设计参数,通过计算,还

可以得到 (部分结果见图 2～图 4) : (1) 速度三

角形全部参数沿叶高的分布; (2) 导叶及动叶

(相对) 马赫数沿叶高的分布; (3) 热力反动度沿

叶高的分布; (4) 效率沿叶高的分布及级效率。

4. 3　讨论与分析

　　 (1) 图 4为代价函数中代价项与迭代次数的

关系。由图 4可以看出, 只需迭代 3次, 代价项

就趋于零, 即得到满足约束条件的最优解。由此

可以看出, 文内采用的计算方法和程序有较好的

精确度和良好的收敛性。

(2) 从初值的最优控制以及计算得到的结果

比较来看, 随着寻优路径的不断改变, 最优状态

的一步步接近, 环量C u r也不断随着变化, 而流

图 2　效率沿径向的分布 图 3　反动度沿径向的分布 图 4　代价项与迭代次数的关系
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线曲率半径 rm 的变化很小。如为简化模型, 降低

计算难度, 可考虑取消 rm 的控制。

(3) 出于简化计算的考虑, 本文还将导、动叶

出口截面参数分别进行优控 (假设某一截面参数

已知)。从计算结果来看, 分别优控与整级优控的

结果 (最优控制与最佳轨迹) 是完全不同的, 分

别优控能够达到的最大输出功率和级效率均较整

级优控低得多, 这个结果与从状态空间的角度进

行直观分析是一致的。整级最优控制的状态空间

由全部状态向量组成, 其最佳轨迹与最优控制是

在整个向量空间内搜索寻优得到的, 而分别优控

的状态空间只是整体状态空间的一部分, 它的最

佳轨迹及最优控制的获得都要受到状态空间的限

制, 因而, 两个子空间内最优控制的迭加并不等

于整个空间的最优控制。因此本文采用了整级优

控的方法。

5　结　论

　　本文根据现代最优控制理论, 从建立物理模

型、数学模型到编程上机计算求解, 较完整地解

决了最优流型问题。通过计算, 首先肯定了本文

从一开始就强调的整级优控的思想; 其次从计算

结果来看, 文内采用的方法和程序具有较好的精

确度和良好的收敛性, 并且这些思想和方法可方

便地推广到其它最优控制命题中去。
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Abstract: A fu ll m athem atica l model of op t im al f low pat tern design w ith engineering con stra in ts

w as pu t fo rw ard, based on modern op t im al con tro l theo ry. A n op t im al f low pat tern design w as

p resen ted fo r op t im izing m erid ional channel of ax ia l f low tu rb ine. A cco rd ing to in tegra l op t im izat ion of

tu rb ine stages, a fu ll physica l model and m athem atica l exp ression w ere pu t fo rw ard fo r p ropo sit ion of

op t im al f low pat tern, including all perfo rm ance param eters in tu rb ine stages. T h is p rob lem w as fu rther

recast in to a typ ica l fo rm con tro l to m ax im ize specif ic perfo rm ance index such as w o rk o r eff iciency of

stage w ith given in it ia l sta te, f ixed term inal condit ion and con stra in ts fo r part of sta te term inal

variab les. T he p rogram w as also w o rked ou t acco rd ing penalty funct ion m ethod and con jugate gradien t

m ethod. T he op t im al d ist ribu t ion of C 1u r1 ( r1 ) w as ob ta ined acco rd ing to con stra in t condit ion s and

m ax im ized ob ject ive funct ion.

Key words: tu rb ine; op t im al f low pat tern design; theo ry of op t im al con tro l
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