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声激励柱壳响应分析中的结合受纳函数

曹茂国, 李　琳

(北京航空航天大学 动力系,北京 100083)

摘要: 结合受纳函数( Jo int Acceptance Function)是分析声载荷作用下结构特性时遇到的一个特殊的函数。

这个函数不仅取决于结构模态,还取决于声场特性。本文以柱壳结构为研究对象, 从分析结合受纳函数的定

义、性质入手,研究如何利用结构分析中广泛采用的有限元数值结果来计算结合受纳函数,获得一种解决工程

问题的通用方法。通过和解析解获得的结果比较说明这种结合受纳函数的数值计算方法是可行的。
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The Joint Acceptance Function in Response Analysis

of Cylindrical Shell Excited by Noise

CAO Mao-guo , LI L in

( Beijing University of Aeronaut ics and Astronaut ics, Beijing 100083, China)

Abstract: In analysis of str uctures excited by noise a special function-joint acceptance

funct ion should be calculated. This funct ion repr esents the coupled relat ion betw een

st ructural modes and sound modes. It is an integr ation of them in space. In gener al , this

funct ion can be obtained only in the case w here the analyt ical experssions for both st ructural

modes and sound modes have been established. How ever , for most engineering st ructures

such as the casing of aero-engine it is diff icult to obtain the analyt ical expression for it s

modes ( either st ructural or sound) . The art icle presents the r esearch w ork in view of this

pr oblem . Considering the main str uctural type of the aero-engine, w e take cy lindrical shell as

studied st ructur al type. In the ar ticle it is studied how to calculate the joint acceptance

funct ion based on the result obtained by finite element method, w hich is used w idely in

st ructure analysis. A general numerical calculat ing method is presented. T he result obtained

by this method is compar ed w ith the analyt ical result .

Key words: acoust ic excitation; random vibrat ion; response analysis; joint acceptance

funct ion

1　引　言

　　航空发动机是一个非常强大且复杂的噪声

源,几乎所有的部件都能产生噪音。处于这种宽频

带高能级声激励环境中的构件极易发生声疲劳。

声激励作用下的结构振动应力研究是声疲劳分析

的基础。在分析声载荷作用下的结构特性时,一般

会遇到一个特殊的函数—结合受纳函数 ( Joint

Acceptance Funct ion)。这个函数不仅取决于结构

模态,还取决于声场特性,这给直接利用现有的结



构分析方法—比如有限元法进行分析带来了困

难。因此在多数涉及分析结合受纳函数的参考文

献中, 均采用了结构模态和声模态均具有解析解

的简单几何结构
[ 1, 2]
。然而对于航空发动机中大多

数旋转壳结构来说,例如受强噪声激励的机匣筒

体,由于其结构质量分布不均匀或者由于安装边

界条件复杂, 很难获得确切的解析结果。本文从分

析结合受纳函数的定义、性质入手,研究如何利用

结构分析中广泛采用的有限元数值结果来计算结

合受纳函数, 获得一种解决工程问题的通用方法。

2　结合受纳函数的定义

　　由随机振动理论可以获得噪声载荷作用下薄

壁柱壳结构位移响应的空间—频率功率谱密度函

数[ 3, 4]为:

Gw ( x , �, f ) = �
N

j = 1
�
N

k= 1

W j ( x , �)W k( x , �)
M jM k

×

H j ( f ) H k ( - f ) G
j k
P ( f ) ( 1)

式中:W j ( x , �) ,W k ( x , �)为模态位移量, M j ,M k

为模态质量, H j ( f ) , H k( f )为结构的频率响应函

数, N 为计算中截取的模态阶次, G
j k
P ( f )为模态激

励的功率谱密度函数, 其表达式为:

G
j k
P ( f ) =∫D∫D

W j ( x , �) ,W k( x′, �′) �

GP ( ��, f ) ds ds′ ( 2)

式中: GP ( ��, f )为声载荷的互功率谱密度, ��表示
( x , �) , ( x′, �′)两点之间的矢量。

现设声载荷函数可按空间和时间变量分离,

且空间部分为由声模态刻划的确定性函数, 时间

部分为平稳随机函数, 则噪声载荷场的互谱密度

函数可表示为
[ 5]
:

GP( x , �, x′, �′, f ) = �
M

m= 0
�
N

n= 0

Gmn ( f ) �

cos[m( �- �′) ] co s[ kmn
x ( x - x′) ] ( 3)

式中: cos[ m( �- �′) ] co s[ k
mn
x ( x- x′) ]为柱壳内

部第(m, n)阶声模态函数(这里仅取了实部,因为

实部已包括了所需的声模态传播波形的信息) ,

k
mn
x 为第(m, n)阶声模态的轴向波数, Gmn ( f )为第

(m , n)阶声模态的自功率谱密度,M , N 分别为声

载荷场中声模态最高周向和径向波数。

将公式( 3)代入公式( 2) ,得:

G
j k
P = �

M

m= 0
�
N

n= 0

J
mn
jk × Gmn( f ) ( 4)

式中:

J
mn
jk =∫D∫D

W j ( x , �) ,W k ( x′, �′) �

cos[m(�- �′) ] cos[ kmnx ( x - x′) ] ds ds′( 5)

定义为结合受纳函数。J
mn
jk的上标代表定义声模态

的周向和径向波数,下标代表结构模态的阶数。公

式 ( 5)表明结合受纳函数 J
mn
jk 由结构模态和声模

态唯一确定, 因此它反映了声场的空间分布和结

构模态之间空间耦合关系。

3　结合受纳函数的基本性质

　对于某一确定的传播波型(m, n, k
mn
x ) ,可将结合

受纳函数 J
mn
jk 按下标 j , k 排成矩阵形式,称为结合

受纳函数矩阵。由公式( 5)可以获得结合受纳函数

的如下性质:

结合受纳函数矩阵为一对称矩阵;

对角线上的元素为模态的自相关项引起的

量;

非对角线上的元素为模态的互相关项引起的

量;

由于声波的波数是频率的函数,因此结合受

纳函数矩阵中的元素也是频率的函数。

对于具有简单边界条件的薄壁柱壳, 按分离

变量的思想, 结构模态振型总可以表示成如下的

形式:

W j ( x , �) =  1 (�) ×  2( x ) ( 6)

式中:  1代表周向坐标的函数,  2 表示轴向坐标

的函数。根据封闭式薄壁柱壳结构的模态振型的

特点,  1可以表示成三角函数的形式,而  2的表

示形式则取决于边界条件, 可取具有相同边界条

件的梁的特征函数。

4　结合受纳函数的数值计算方法

　　对于大多数工程结构, 模态振型难以给出确

切的解析函数。考虑到目前实际工程结构振型的

理论解一般为基于有限元分析的数值形式, 因此

这里给出一种与此数值形式相匹配的计算结合受

纳函数的方法。

由公式( 5)定义的结合受纳函数是空间坐标

的四重积分。仔细分析被积函数并利用三角函数

的特性可以将此四重积分分解成如下形式:

J
mn
jk =∫D∫D W j ( x , �) ,W k ( x′, �′) cos[m(�- �′) ] cos[ kmnx ( x - x′) ] ds ds′　　　　
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=∫D
W j ( x , �) cos(m�) cos( k mn

k x ) ds∫D
W k ( x′, �′) cos(m�′) cos( k

mn
k x′) ds′+

∫D
W j ( x , �) sin(m�) cos( kmnx x ) ds∫D W k( x′, �′) sin(m�′) co s( kmn

x x′) ds′+

∫D
W j ( x , �) cos(m�) sin( kmnx x ) ds∫D W k( x′, �′) co s(m�′) sin( kmn

x x′) ds′+

∫D
W j ( x , �) sin(m�) sin( k mn

x x ) ds∫D
W k ( x′, �′) sin(m�′) sin( k mn

x x′) ds′ ( 7)

　　公式( 7)将 J
mn
j k分解为 8个相似的二重积分的

乘积求和形式, 之所以说它们相似是因为它们的

被积函数类似,积分域相同,每一个积分均可写为

下列形式:

I =∫D
f ( x , �) ds　　　　　　

=∫
2!

0∫
L

0
f ( x , �) R dx d�　 ( 8)

　　利用这一特点可使问题简化。设结构模态W j

( x , �)以有限元数值形式给出, 这时可直接采用数

值积分计算( 8)。为了保证取相同的积分点数时获

得较高的精度,本文采用 Gauss-Legendre 积分方

法,它在单一积分方向上取 s 个积分点时能达到

2s- 1阶代数精度, 在本文中称之为高斯积分法。

由于该方法要求的积分区间为[ - 1, 1] ,因此对上

面公式右边的积分形式进行坐标变换得到如下的

公式:

∫
2!

0∫
L

0
f ( x , �) R dx d�

=
RL!
2∫

+ 1

- 1∫
+ 1

- 1
f (∀, #) d∀d# ( 9)

式中:

∀=
2
L

x -
L
2 　　#= 1

!(�- !) ( 10)

　　现在可以利用高斯求积公式将二重积分式

( 9)写成下面求和的形式:

∫
2!

0∫
L

0
f ( x , �) R dx d�

= RL!
2∫

+ 1

- 1∫
+ 1

- 1
f (∀, #) d∀d#

=
RL!
2 �

s

i= 1
�
s

j= 1
A iA j f (∀i, #j ) ( 11)

式中: ∀i 和 #i 表示高斯积分点, A i 和 A j 表示高斯

积分点相对应的求积加权系数,积分点总数为 s
2

个。

公式( 11)又可以写成下面的形式:

I =
RL!
2

{A s×1}
T
[ f s×s] {A s×1} ( 12)

式中: [ f s×s ]中的元素由每一被积函数在积分点

上的值构成, [ f s×s ]的阶数由所取的积分点数 s 决

定。

当积分点数 s 确定后, 对于公式( 12)表示的

积分 I , {A s×1}都相同, 所以结合受纳函数 J
mn
j k 的

主要计算工作转为计算公式( 7)中每个重积分的

被积函数在高斯积分点上的值。对于以有限元数

值形式给出的结构模态位移量 W j ( x , �) ,若高斯
积分点与有限元的节点不精确重合时,可用与其

相距最近的点的位移值插值的方法获得。另外, 也

可以在结构上划分较小的积分区域(或直接采用

有限元单元) , 在每个积分区域上分别计算积分

值,然后求和。这时要注意积分区间的变化和用插

值的方法获得被积函数在高斯积分点上的值[ 6]。

现在研究 s 的选取对结果的影响, 以一个两

端简支的柱壳为例。柱壳内径 253 mm, 长 640

mm ,壁厚0. 8mm。采用有限元软件ANSYS计算

出其前三阶模态(这里为说明问题仅取三阶) , 构

成 3×3阶的结合授纳函数矩阵。现设声波模态阶

次为( 2, 0)计算结合授纳函数矩阵中的每个元素。

( 1) 当 s= 5 时, 即每一方向上取 5 个积分

点,整个积分域上共 25 个积分点, 取声波的传播

频率为 200 Hz时的计算结果如下:

[ J ( 200 Hz) ] =

J
20
11 J

20
12 J

20
13

J
20
21 J

20
22 J

20
23

J
20
31 J

20
32 J

20
33

=

6. 610E - 2 1. 602E - 6 5. 317E - 7

1. 602E - 6 6. 624E - 2 9. 312E - 6

5. 317E - 7 9. 312E - 6 6. 704E - 2

　　声波的传播频率为 1500 Hz时的计算结果如下:

[ J ( 1500 Hz) ] =

J
20
11 J

20
12 J

20
13

J
20
21 J

20
22 J

20
23

J
20
31 J

20
32 J

20
33

=

6. 610E - 2 1. 660E - 6 1. 672E - 6

1. 660E - 6 6. 624E - 2 2. 717E - 6

1. 672E - 6 2. 717E - 6 6. 704E - 2

203第　2　期 曹茂国等: 声激励柱壳响应分析中的结合受纳函数



　　( 2) 当 s= 3时,即每一方向上取 3 个积分点,整个积分域上共 9个积分点。取声波的传播频率为

200 Hz时的计算结果如下:

[ J ( 200 Hz) ] =

J
20
11 J

20
12 J

20
13

J
20
21 J

20
22 J

20
23

J
20
31 J

20
32 J

20
33

=

6. 610E - 2 5. 978E - 6 5. 903E - 6

5. 978E - 6 6. 624E - 2 9. 497E - 6

5. 903E - 6 9. 497E - 6 6. 704E - 2

　　声波的传播频率为 1500 Hz时的计算结果如下:

[ J ( 1500 Hz) ] =

J
20
11 J

20
12 J

20
13

J
20
21 J

20
22 J

20
23

J
20
31 J

20
32 J

20
33

=

6. 610E - 2 4. 105E - 6 4. 157E - 6

4. 105E - 6 6. 624E - 2 6. 729E - 6

4. 157E - 6 6. 729E - 6 6. 704E - 2

　　( 3) 将公式( 5)中的结构模态采用两端简支柱壳模型的振型解析函数表示, 直接积分。当声波的传

播频率为 200 Hz和 1500 Hz时,计算结果如下:

[ J ( 200 Hz) ] = [ J ( 1500 Hz) ] =

7. 667E - 2 0 0

0 7. 667E - 2 0

0 0 7. 667E - 2

　　对上面的计算结果进行分析可以获得如下的

结论:

( 1) 在高斯积分中积分点数 取 3或 5时, 对

结果影响很小,取 s= 3 (采用 9个积分点)完全可

以保证工程精度要求。

( 2) 数值分析结果与解析分析结果相当接

近:结合授纳函数矩阵中的对角线元素不随频率

变化, 非对角线元素与对角线元素相比很小可以

忽略。

结合受纳函数数值分析与解析分析的差异主

要是由于下面的因素引起的:在有限元的计算中

对模态位移量进行了质量矩阵归一化处理。在采

用解析函数表示结构振型计算结合受纳函数时,

也要对其进行质量归一化处理,由于没有考虑薄

壁柱壳弯曲模态振型分量中周向和轴向模态分

量,使模态质量偏小,所以采用两端简支柱壳模型

的振型解析函数时结合受纳函数值偏大。

从计算结果看, 本文提出的结合受纳函数的

数值计算方法是合理的。

5　结　论

　　将高斯积分引入结合受纳函数的计算后, 可

以直接利用结构有限元分析的结果, 从而解决了

工程结构中结合受纳函数的分析问题。本文的研

究中采用的声载荷模型是基于实测值的半解析模

型
[ 5]
,对于其他形式的声载荷模型,这里提出的方

法也是适用的。
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