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机动飞行飞行器内具有初始弯曲
和刚度不对称的转子运动模型

林富生, 孟　光
(上海交通大学 振动、冲击、噪声国家重点实验室,上海 200030)

摘要: 本文建立了位于机动飞行飞行器内且同时具有初始弯曲、不对称刚度和质量不平衡的单盘 Jeffco tt转

子的动力学模型。当飞行器静止时,设相关参数为零后该模型与相应地面转子系统的数学模型完全相同。应

用该模型可数值仿真研究飞行器运动时位于飞行器内的等转速、等加速、等减速运行转子的动态特性,研究飞

行器不同飞行速度和加速度对转子动力学特性的影响,分析飞行器飞行时转子出现故障时的响应特性,从而

为机动飞行器内转子的动力学分析和故障诊断提供依据。
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M athematica l M odel ing

of a M aneuver ing A symmetr ic R ig id ity Rotor w ith In itia l Bending
L IN Fu2sheng, M EN G Guang

(Shanghai J iao Tong U niversity, Shanghai 200030, Ch ina)

Abstract: A m athem atical model of an unbalanced ro to r system located in aircraft w ith

asymm etric rigidity and in itial bending is given in th is paper. T he model fo r the m aneuvering ro2
to r can be used to study the dynam ic characteristics of a ro to r runn ing w ith constan t ro tating

speed, constan t acceleration or deceleration, to investigate the influence of the velocity and acceler2
ation of aircraft on the ro to r dynam ics, to analyze the amp litue response of a ro to r and to diagnose

the fault of a m aneuvering ro to r.
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1　前　言

　　以往在研究转子的动力学特性时,都将转子

设为水平 (考虑重力影响)或垂直放置 (不考虑重

力影响) [1～ 5 ],但实际中飞行器的发动机转子轴可

能处于不同的位置,更进一步的情况是当飞行器

作机动飞行时,置于飞行器内部的转子轴的位置、

转子的运动及受力都将发生变化,重力也可与转

轴成任意夹角。转子支承的位置变化必然使转子

系统的动能受飞行器飞行速度和加速度的影响,

而转子系统的势能则受转子重力的影响[6 ]。重力

方向与转子轴向的夹角发生变化,使得重力在转

子横向和轴向都产生分量,转子的横向不平衡响

应就会因重力分量的不同而发生变化。研究飞行

器在不同飞行规律下转子的不平衡响应,将有助

于进一步了解动态转子的动力学特性,较真实地



模拟飞行时转子的实际响应特性,为转子的设计

和在线故障诊断提供更准确的依据。而在现有的

文献中还未见类似的研究文章。本文建立了置于

飞行器内部的同时具有初始弯曲、不对称刚度和

质量不平衡的 Jeffco tt 转子系统的数学模型[7, 8 ] ,

并通过设定飞行器运动参数为零比较了退化后的

模型与支承静止不动的具初弯和不对称刚度转子

数学模型,发现两者完全一致。

2　受力分析及圆盘中心运动
　　　　微分方程

　　采用简支刚性Jeffco tt转子模型,圆盘位于轴

的中间位置。建立坐标系如图 1及图 2。OX Y Z 为

图 1　转子系统在惯性坐标系中的示意图

F ig. 1　The sketch m ap of a ro to r system located

in aircraft and a space2fixed, stationary coordinates

建立在地球上的惯性坐标系,固结于转子轴两轴

承连线中点的O 1X 1Y 1Z 1 为动坐标系, O 1X 2Y 2Z 2

为平行于定坐标系的固连于飞行器的坐标

系[1, 2, 5, 6 ] ,如图 1。只考虑飞行器在OX Z 平面内运

动时的转子圆盘盘心的运动,不考虑陀螺力矩的

影响。在动系中建立另一动系O 1ΝΓΦ, O 1Φ与O 1Z 1

重合,如图 2所示。O 1ΝΓΦ绕O 1Φ以转子转动角速

度Β
·

旋转。转子轴有初始弯曲 rb,因转动取得挠度

rd ,盘心瞬时位置为O 3,则轴总挠度为 r
[1 ]。设O 1

点的坐标为 (x , y , z ) ,速度为 (xα, yα, zα)。初始弯曲
在 Ν, Γ方向的分量为:

Νs = rb sin Υ　,　Γs = rbcos Υ

　　选取O 3Γ1 与O 3Y 3 的夹角 Β,O 3 在O 1ΝΓΦ中的
坐标 (Ν, Γ)为广义坐标。用L agrange第二类方程

建立圆盘盘心运动的微分方程。

图 2　圆盘在O 1X 1Y 1Z 1中的相对坐标系

F ig. 2　The reference fram e in reference fram e

O 1X 1Y 1Z 1

本文采用坐标变换方法先求质心的坐标,然

后对此求导得质心速度,进而得动能函数 T ,再求

系统的势能函数V、耗散函数 5 和作用在系统上
的广义力Q。

圆盘质心C 在O 1ΝΓΦ中的相对坐标:

ΝC = Ν+ e sin (Η)

ΓC = Γ+ e cos(Η)

ΦC = 0

　　质心C 在O 1ΝΓΦ中的速度:

Ν
õ

C = Ν
õ

+ Β
õ

(Γ+ e cosΗ)

ΓαC = Γα- Β
õ

(Ν+ e sinΗ)

ΦαC = 0

“　·”,“¨”分别表示对时间 t的一阶、二阶导数。

质心C 在O 1X 1Y 1Z 1 中的坐标:

x 1C = (Γ+ e cosΗ) sinΒ + (Ν+ e sinΗ) cosΒ

y 1C = (Γ+ e cosΗ) cosΒ - (Ν+ e sinΗ) sinΒ

z 1C = 0

　　质心C 在O 1X 1Y 1Z 1 中的速度:

xα1C = [Γα- Β
õ

(Ν+ e sinΗ) ]sinΒ +

　　　[Να+ Β
õ

(Γ+ e cosΗ) ]cosΒ

yα1C = [Γα- Β
õ

(Ν+ e sinΗ) ]cosΒ -

　　　[Να+ Β
õ

(Γ+ e cosΗ) ]sinΒ

zα1C = 0
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　　质心C 在O 1X 2Y 2Z 2 中的坐标:

x 2C = x 1C cosΑ
y 2C = y 1C

z 2C = - x 1C sinΑ
　　质心C 在O 1X 2Y 2Z 2 中的速度:

xα2C = xα1C cosΑ- x 1C ΑαsinΑ
yα2C = yα1C

zα2C = - xα1C sinΑ- x 1C ΑαcosΑ
　　质心C 在OX Y Z 中的坐标为:

x C = x + x 2C

y C = y 2C

zC = z + z 2C

　　坐标系O 1X 2Y 2Z 2 在坐标系OX Y Z 中平动,

牵连速度为 (xα, yα, zα)。则质点C 的绝对速度为:

xαC = xα+ xα2C

yαC = yα+ yα2C

zαC = zα+ zα2C

　　系统的动能函数为:

T =
1
2

m xα2
C + yα2

C + zα2
C +

1
2

(J ΝΞθ2
Ν + J ΓΞθ2

Γ + J ΦΞθ2
Φ -

2J ΝΓΞθΝΞθΓ - 2J ΓΦΞθΓΞθΦ - 2J ΦΝΞθΦΞθΝ)

其中: 第二项为转动动能 T r, 第二项中 J Ν, J Γ, J Φ

分别为圆盘质心对 Ν, Γ, Φ轴的转动惯量。J ΝΓ, J ΓΦ,

J ΦΝ为圆盘的惯量积。T r 中后三项均等于零。ΞθΝ,

ΞθΓ, ΞθΦ分别为动坐标系转动角速度和圆盘角速度

在动坐标系三坐标轴上的投影之和。考虑质心与

盘心的距离,得:

J Ν = J d + m (e sinΗ) 2

J Γ = J d + m (e cosΗ) 2

J Φ = J p

其中: J d 为圆盘的赤道转动惯量, J p 为圆盘的极

转动惯量。

动坐标系由参考坐标系O 1X 1Y 1Z 1 经一次转

动而得。即绕O 1Z 1 转动 Β= Ξθ t 至O 1ΝΓΦ, O 1Φ与
O 1Z 1 重合。则转动的角速度在动坐标系三个轴上

的分量为:

ΞθΝ1 = 0　,　ΞθΓ1 = 0　,　ΞθΦ1 = - Β
õ

　　圆盘在动坐标系中转动角速度的分量为:

ΞθΝ2 = ΞθΓ2 = ΞθΦ2 = 0

则 ΞθΝ = 0　,　ΞθΓ = 0　,　ΞθΦ = - Β
õ

　　将以上关系式代入,即得转动动能 T r 为:

T r = (1ö2) Β
õ

2J p

　　系统的势能函数为:

V =
1
2

[kΝ(Ν- Νs) 2 + kΓ(Γ- Γs) 2 ] + m g x C

　　系统的耗散函数为:

5 =
1
2

c[xα2
O 3 + yα2

O 3 + zα2
O 3 ] +

1
2

ciõ

[Να2 + Γα2 + Β
õ

2Ν2 + Β
õ

2Γ2 ]

其中: (xαO 3 , yαO 3 , zαO 3
)为O 3 点的速度。

作用在系统上的广义力为:

Q = [ 0　0　0　M z ]T

其中:M z 为外力矩。

由L agrange 第二类方程, 得盘心在动系 中

的运动方程 (1)。

m Ν
õõ

- Β
õ

2Ν+ 2 Β
õ

Γα+ Β
õõ

Γ-
Αα2 sin2Β Γ

2
+

Αα2 (1 + cos2Β) Ν
2

+ kΝΝ+ (c + ci) Να+ c Β
õ

Γ=

　　　　　m e Β
õ

2 sinΗ- m eΒβcosΗ+ kΝΝs - m g co sΑ- m eΑα2 sin (Β + Η) +

　　　　　　　　c xαcosΑ- zαsinΑ + m xβcosΑ- m zβsinΑ cosΒ

m Γβ- Β
õ

2Γ+ 2 Β
õ

Να+ Β
õõ

Ν-
Αα2 sin2Β Ν

2
+

Αα2 (1 - cos2Β) Γ
2

+ kΓΓ+ (c + ci) Γα+ c Β
õ

Ν=

　　　　　m e Β
õ

2cosΗ- m e Β
õõ

sinΗ+ kΓΓs - m g cosΑ- m eΑα2 sin (Β + Η) +

　　　　　　　　c xαcosΑ- zαsinΑ + m xβcosΑ- m zβsinΑ sinΒ

　　J p Β
õõ

+ { Ν
õõ

+ 2 Β
õ

Γα (Γ+ ecosΗ) - Γβ+ 2 Β
õ

Να (Ν+ esinΗ) + Β
õõ

[ (Γ+ ecosΗ) 2 +

(Ν+ esinΗ) 2 ] - Αα2 cos2Β(Ν+ esinΗ) (Γ+ ecosΗ) + sin2Β (Γ+ ecosΗ) 2 - (Ν+ esinΗ) 2

2

　 + [ΓcosΒ - ΝsinΒ + ecos(Β + Η) ] xβcosΑzβsinΑ } + m g cosΑ[ (Γ+ ecosΒ) cosΒ -

(Ν+ esinΗ) sinΒ] + c[ Να+ Β
õ

Γ Γ- Γα+ Β
õ

Ν Ν+ xαcosΑ- zαsinΑ (ΓcosΒ - ΝsinΒ) ] +

　　　　　　　　　　　　　　ci Β
õ

(Ν2 + Γ2) = M z

(1)
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其中: m 为圆盘质量, c为圆盘及轴受到的粘性外

阻尼系数, ci为弹性轴的内阻尼系数, kΝ及 kΓ分别

为轴在两相应平面内的弯曲刚度。由假设已知Φ
= 0。

在第一、二方程两边同除以m e0Ξ2,第三方程

两边同除以 J p Ξ2,其中 e0 为参考偏心距。令 Σ=

Ξt,则:

Β
õ

= Ξ dΒ
dΣ = ΞΒ′

Ββ= Ξ2 d2Β
dΣ2 = Ξ2Β″

整理得圆盘中心在动坐标系O 1ΝΓΦ中的无量纲运
动微分方程组 (2)。

在无量纲化推导中假设圆盘为均质圆盘,则

J p = m R
2ö2,其中 R 为圆盘的半径。设

eR = 2 (e0öR ) 2

其余参数分别为:

Νd =
Ν
e0
　,　Γd =

Γ
e0
　,　ΞΝ =

kΝ

m

ΞΓ =
kΓ

m
　,　ΕΝ =

c
2m ΞΝ
　,　ΕΝi =

ci

2m ΞΝ

ΕΓ =
c

2m ΞΓ
　,　ΕΓi =

ci

2m ΞΓ
　,　8 Ν =

Ξ
ΞΝ

8 Γ =
Ξ
ΞΓ
　,　Νsd =

rb sinΥ
e0
　,　Γsd =

rbcosΥ
e0

G e =
g

Ξ2
Νe0
　,　U =

e
e0
　,　x d =

x
e0

z d =
z
e0
　,　M p =

M z0

J pΞ2
Ν
　,　M zp =

M z

M z0

式中: G e 为无量纲重力参数,M p 为无量纲扭矩系

数,M zp为无量纲外力矩。

设O 1 点在OX Y Z 坐标系中作平面运动, 其

运动方程为:

x = x ( t)　,　y = 0　,　z = z ( t)

则:

tgΑ=
dx
dz

=
dx
dz
× dz

d t

- 1

=
xα

zα
=

x ′

z′

Α= arctg
x ′

z′
　,　cosΑ=

1
1 + tg2Α

sinΑ=
1

tg2Α+ 1
- 1

　,　Α′= x ″z′- z″x ′

z′2

　　Ν″d + Β″(Γd + U cosΗ) +
2 (ΕΝ + ΕΝi)

8 Ν
Ν′d +

1
8 2

Ν
- Β′2 -

1
2

Α′2 (1 + cos2Β) õ

　　　　　　Νd + 2Β′Γ′d +
2ΕΝ

8 Ν
Β′- 1

2
Α′2 sin2Β Γd - U Β′2 sinΗ+

G e

8 2
Ν

cosΑ- U Α′2 sin (Β + Η) +
2ΕΝ

8 Ν
(x ′dcosΑ- z′d sinΑ) + x ″dcosΑ- z″d sinΑ co sΣ=

Νsd

8 2
Ν

　　Γ″d - Β″(Νd + U sinΗ) +
2 (ΕΓ + ΕΓi)

8 Γ
Γ′d +

1
8 2

Γ
- Β′2 -

1
2

Α′2 (1 - cos2Β) õ

　　　　　　Γd - 2Β′Ν′d -
2ΕΓ

8 Γ
Β′+ 1

2
Α′2 sin2Β Νd - U Β′2cosΗ+

G e

8 2
Ν

cosΑ- U Α′2 sin (Β + Η) +
2ΕΓ

8 Γ
(x ′dcosΑ- z′d sinΑ) + x ″dcosΑ- z″d sinΑ sinΣ=

Γsd

8 2
Γ

Β″{1 + eR [ (Γd + U cosΗ) 2 + (Νd + U sinΗ) ]2} + eR { (Ν″d + 2Β′Γ′d) (Γd + U co sΗ) -

(Γ″d - 2Β′Ν′d) (Νd + U sinΗ) } - Α′2{co s2Β(Νd + U sinΗ) (Γd + U sinΗ) 2 +
1
2

sin2Βõ

( (Γd + U cosΗ) 2 - (Νd + U sinΗ) 2} + [ (ΓdcosΒ - Νd sinΒ + U cos(Β + Η) ) õ

(x ″dcosΑ- z″d sinΑ) ]} +
2ΕΝieR

8 Ν
Β′(Ν2

d + Γ2
d ) +

2ΕΝeR

8 Ν
[ (Ν′d + Β′Γd) Γd - (Γ′d - Β′Νd) Νd +

　　　 (x ′dcosΑ- z′d sinΑ) (ΓdcosΑ- Νd sinΒ) ] +
G eeR

8 2
Ν

cosΑ[ (Γd + U cosΗ) cosΒ -

　　　　　　　　　　 (Νd + U sinΗ) sinΒ] =
M p

8 2
Ν

õM zp

(2)

316第　5　期 林富生等: 机动飞行飞行器内具有初始弯曲和刚度不对称的转子运动模型



　　假设飞行器在OX Z 平面的第一、第四象限

运动, 且向 Z 正方向运动, 所以 Α取 arctgΑ的主
值,即 Α∈ (- Πö2, Πö2)。

给定飞行器的运动轨迹即给定 x (Σ) , z (Σ)则

cosΑ, sinΑ及 Α′可知。代入方程组 (2) ,并用数值方

法求解,得圆盘盘心在动系O 1ΝΓΦ中的运动轨迹,

将结果转化为坐标系O 1X 1Y 1Z 1 中的值,据此进行

分析并与飞行器静止时 (固定于地面)的水平转子

的结果进行比较。O 1X 1Y 1Z 1 坐标系在飞行器静止

时即为转子动力学分析中常用的固定坐标系。

3　数学模型的简化与比较

　　在代表模型的方程组 (2)中,第三个方程非常

复杂。为了进行分析,需对模型进行简化。简化主

要针对第三个方程。为了求得Β″和Β′,先假设转子
的运动规律,再推算相应的 Β″表达式。具体地说,

如转子作定转速 Ξ运行,则 Β″= 0, Β′= Ξ; 如转子

作等变速运行,则 Β″= A , Β′= Ξ0+ A Σ,其中: A 为

定值, Ξ0 为始角速度。等加速运行时A > 0,等减

速运行时A < 0。将 Β″和 Β′的表达式与方程组的前
两个方程组成新的方程组,得到简化的微分方程

模型。在求等变速情况的解时,先设A = 0以得到

方程组的初值条件,然后重新计时,迭代求解转子

等变速的响应。

本文所建模型考虑了飞行器的机动飞行。而

当飞行器静止时,与飞行器运动相关的参数值为

零。退化后的模型与置于地面的同样具有初始弯

曲和不对称刚度的水平 Jeffco tt 转子的模型完全

相同。

4　对所建模型的应用展望

　　作为系列研究的第一部分,本文导出了位于

机动飞行器内且同时具有初始弯曲、不对称刚度

和质量不平衡的单盘Jeffco tt转子的动力学模型。

当飞行器静止时,方程退化为地面固定转子系统

的数学模型。

在系列研究的后续部分,可应用该模型数值

仿真研究飞行器运动时位于飞行器内的等转速、

等加速、等减速运行转子的动态特性,揭示飞行器

不同飞行速度和加速度对转子动力学特性的影

响,研究飞行器飞行时转子出现故障时的响应特

性,从而为空中运行转子的故障诊断提供新的依

据。限于篇幅,本文只给出了模型。在作者的后续

文章中详细研究了各种情形时的影响,结果发现

处于飞行器中的转子圆盘中心的振幅变化曲线呈

现更丰富的形态,与支承处于静止状态的转子响

应具有明显的不同。此外也发现了许多过去研究

所未揭示的现象。
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