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摘要: 现代航空发动机建模计算时常用牛顿迭代法求解非线性方程组,但由于发动机模型非线性太强且十分

复杂而不易在全包线收敛。本文针对这一不足之处提出了一种不需要迭代就可以求解此非线性方程组的方

法:引入航空发动机容积动力学中的变量及方程作为辅助变量及辅助方程,从而使整个非线性方程组闭合而

可以直接求解。本文将此方法成功应用于某涡扇发动机,取得了良好的效果,验证了本方法的可行性。
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A Non- Itera tive M ethod

of Aero-Engine M odel ing Using Complemen tary Var iables
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Abstract: In aero2engine modeling,N ew ton iteration m ethod is often used to so lve the non2
linear equations of engine model. But due to the strong non2linearity of the equations, th is

algo rithm often fails to converge at som e po in ts of the full envelope. In o rder to so lve th is

p roblem , th is article p roposes a m ethod to avo id iteration. Several variables and equations of

vo lum e dynam ics in aero2engine are in troduced as comp lem en tary variables and equations, and as

a result, the w ho le set of equations becom es closed fo rm and can be so lved w ithout iteration. T h is

m ethod has been successfully app lied to a turbofan engine and the sim ulation results show the

feasibility and effectiveness of the p roposed m ethod.
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1　引　言

　　航空发动机是一种强非线性、时变、复杂的气

动热力学系统,为了对其进行良好的控制,首先必

须建立一个良好的数学模型。利用数学模型代替

真实发动机作为被控对象进行仿真研究,可节约

大量昂贵的实验经费,还可以避免用真实发动机

对控制系统进行调试时可能产生的意外失控事

故。因此,建立一个高精度的发动机数学模型对发

动机控制至关重要。



本文研究发动机部件级模型,该模型利用发

动机的气动热力学关系建立一系列方程,常采用

牛顿迭代法对其求解[1～ 3 ], 从而得出发动机的所

有参数。但这种方法有它的不足之处,由于发动机

具有强非线性,只有初猜值在真实解附近,该方法

才能保证迭代收敛。这在实际计算中保证全飞行

包线内都收敛是很困难的。针对这一不足之处,本

文提出了一种可以避免迭代的方法。

2　牛顿迭代法模型简介

　　本文所讨论的牛顿迭代法模型是一种发动机

部件级模型,它的主要思路是用相应气动热力学

方程代替发动机真实工作部件,再由共同工作必

须遵守的气动热力学和转子动力学平衡关系将各

部件串起来,形成方程组,对该方程组求解即可得

发动机所有参数,从而可以模拟真实发动机。某型

涡扇发动机各部件及相关截面示意图如图 1 所

示。

当飞行高度、马赫数已知,主、加力燃油流量

及尾喷管面积等各输入量也已知时,发动机工况

一定。此时模型计算可按流道逐级进行。但计算

中却有许多中间量是未知的, 如高、低压转速 n1

和 n2,风扇、压气机压比 Πf 和 Πc 等。因此实际计

算时必须先给定一组初猜值,利用它进行热力计

算,得出发动机所有参数。但初猜值必须用迭代进

行检验才能保证其准确性。迭代判据即为发动机

工作的共同工作方程。共同工作方程可有不同选

择,本文采用如下方程:

(1) 低压轴功率平衡:

N lt = (N f + n1nα1J 1) öΓ1

其中: N 表示功率, J 表示转动惯量, Γ表示效率,

而下标 lt, f 及 1 分别表示低压涡轮、风扇和低压

轴。

(2) 高压轴功率平衡:

N ht = (N c + n2nα2J 2) öΓ2

其中: 下标 h t, c及 2 分别表示高压涡轮、压气机

和高压轴。

(3) 尾喷管喉部流量连续:

Q 8 = Q 8c

其中: Q 8c为尾喷管喉部截面理论流量。

(4) 外涵出口与低压涡轮出口间静压平衡:

P s, 16 = P s, 5

其中:下标 s表示静压。

但上述方程组非常复杂,迭代运算能否收敛

往往很难保证,特别是当缺少先验知识,使初猜解

远离真实解时,收敛更难保证。

3　本方法思路

　　由上所述,发动机数学模型需求解一组非线

性方程组。为简便起见,本文以下列非线性方程组

为例说明之:

x 1 = f 1 (u)

x 2 = f 1 (x 1)

x 3 = f 3 (x 2)

其中 u 为已知参数。显而易见,方程组自行闭合。

依次求解 3个方程,不需要迭代,即可解得 3个未

知参数 x 1, x 2 和 x 3。但对如下方程组:

x 1 = f 1 (x 2, u) (1)

x 2 = f 2 (x 1) (2)

x 3 = f 3 (x 2) (3)

　　虽然未知数个数仍与方程个数相同,方程组

可以求解。但因方程组不闭合,对于这种一般非线

性方程组,很难得出解析解,因此通常利用数值方

法,如牛顿法等,进行迭代运算求解。本文所提出

图 1　发动机截面及引入容腔示意图

F ig. 1　Stations and vo lum es in aero2engine
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的方法可以避免迭代运算,从根本上解决由于迭

代运算而引起的不收敛问题。

设对上述方程组可引入一辅助变量 x
′
1 及一

辅助微分方程 xα′1= f
′
1 (x
′
1) ,且原方程组等式 (2)右

边 x 1 可用 x
′
1 替代,则方程组变为:

xα′1 = f ′1 (x ′1) (4)

x 2 = f 2 (x ′1) (5)

x 1 = f 1 (x 2, u) (6)

x 3 = f 3 (x 2) (7)

　　在讨论如上方程组的求解问题之前先讨论用

x
′
1 替代方程组中 x 1 的合理性。以发动机中的容腔

为例。当不考虑容积动力学时,容腔内进出口截面

的状态参数是相等的,因此该容腔后的部件方程

就利用容腔的状态参数 (即上一部件的出口参数)

作为输入量进行计算,这相当于上述方程 (2) ; 当

考虑容腔容积动力学时,进出口截面状态参数不

相等,因此要引入一组出口截面的状态参数,相当

于上面的辅助变量,在容腔后的部件方程就利用

容腔出口的状态参数作为输入量进行计算,这相

当于方程 (5)。同时,引入容积动力学方程来描述

容腔进出口截面参数之间的关系,这相当于上述

方程 (4)。

对此方程组如用数值积分法 (如龙格库塔法)

求解,则易知当前时刻 x
′
1 (k)可由上一时刻的参

数 x
′
1 (k - 1)计算而得, 而余下方程自行闭合, 故

方程组可依次解得而不再需要迭代运算。下一小

节我们具体考虑通过发动机内部容积动力学来引

入辅助变量及辅助方程。

4　本方法在涡扇发动机中的
　　　　　实际应用

　　具体讨论之前,先介绍一下发动机中容积动

力学有关概念及应用。

如图 2 所示,设一股总温、总压、流量分别为

P in , T in , Q in的流体流入容腔, 以 P out, T out, Q out流

出。如设流体不可压,且作绝热,无流动损失等假

设,则上述进出口参数相等;但如果考虑容积动力

学,在动态过程中,容腔内有质量及能量的积聚和

动量的变化,气流进出口参数将不再相等,而是满

足一定的动力学方程。而容腔内的动力学方程包

括质量、能量及动量三组方程, 但对于本研究而

言,在容腔内引入动力学方程主要目的在于避免

迭代运算,因此暂时只引入质量方程,而且也暂不

讨论其对精度等的影响。具体容积动力学质量方

程为:

Pα
out = (Q in - Q out)R T outöV

其中: R 为气体常数,V 为容腔容积。

图 2　容积动力学示意图

F ig. 2　Sketch for vo lum e dynam ics

现考察发动机辅助变量及辅助方程的引入。

如前所述,飞行高度、马赫数已知,主、加力燃油流

量与尾喷管面积等各输入量也已知时,发动机工

况一定,且实际计算时发动机各状态均可表示为

转速 (n1, n2)、压气机和涡轮压比 (Πf, Πc, Πlt, Πht)等

参数的某种函数关系。此处以 F 表示此种函数关

系, 设 Y 为发动机任一状态参数, 则其可表示为

如下方程:

Y = F (n1, n2, Πf, Πc, Πlt, Πht) (8)

　　显而易见,如每步计算都能找到上述方程右

边六个变量,发动机模型的求解便可以避免迭代

运算。而要在每步计算中都得到上述六个变量,需

要引入辅助方程。为此,考虑如图 1中É , Ê , Ë及
Ì 等四个容腔内的容积动力学质量方程,则同一

容腔中进出口流量不再相等,这四个容腔的出口

流量就是引进的四个辅助变量。对应此四个变量

引入质量方程,即为四个辅助方程:

É : Pα
4 = (Q 3 - Q 4)R T 4öV É

Ê : Pα
5 = (Q 42 - Q 5)R T 5öV Ê

Ë : Pα
16 = (Q 13 - Q 16)R T 16öV Ë

Ì : Pα
8 = (Q 65 - Q 8)R T 8öV Ì

式中: R 为气体常数, V É , V Ê , V Ë及V Ì分别为 4

个容腔的体积。

至此,辅助方程已全部引入。此外,转子动力

学关系也必须考虑,它对应的两个方程为:

低压轴: nα1 =
∃N 1

J 1n1

高压轴: nα2 =
∃N 2

J 2n2

　　上述 6 个方程为微分方程,由数值积分法可

得 (8)式方程右边 6个变量,从而可以避免迭代运

算。

最后,讨论一下初值问题。利用数值积分求解

上述微分方程组时,必须已知初值。对于发动机而
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图 3　辅助变量模型加减速曲线 (H = 15 km ,M a= 112)

F ig. 3　A ccelerating and decelerating responses w ith new modelling m ethod (H = 15 km ,M a= 112)

图 4　辅助变量模型加减速曲线 (H = 0 km ,M a= 112)

F ig. 4　A ccelerating and decelerating responses w ith new modelling m ethod (H = 15 km ,M a= 112)

图 5　辅助变量模型加减速曲线 (H = 10 km ,M a= 112)

F ig. 5　A ccelerating and decelerating responses w ith new modelling m ethod (H = 0 km ,M a= 112)

言,一般已知设计点各参数,故本模型计算可以从

设计点开始,对全包线,全状态求解。若已知设计

点外还已知其它工作点的参数,则具体计算可灵

活对待,选取离计算点最近的已知工作点作为初

始点。

从上讨论可知,适当选择容积动力学,求解发

动机数学模型时可以找到辅助变量及辅助方程,

来避免迭代运算,因而本方法可以在发动机中应

用。

5　辅助变量法应用结论

　　应用上述步骤,本文对某型涡扇发动机进行

了实时建模。6个微分方程采用龙格库塔法进行

数值积分求解。

首先进行动态仿真实验,在地面 (H = 0 km ,

M a= 0及标准大气条件)将模型从慢车拉至中间

状态,再由中间状态拉至慢车,结果如图 3 所示,

表明模型计算收敛。

除上述在地面做的仿真实验外,为验证辅助
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图 6　辅助变量模型加减速曲线 (H = 18 km ,M a= 118)

F ig. 6　A ccelerating and decelerating responses w ith new modelling m ethod (H = 18 km ,M a= 118)

图 7　辅助变量模型加减速曲线 (H = 10 km ,M a= 110)

F ig. 7　A ccelerating and decelerating responses w ith new modelling m ethod (H = 10 km ,M a= 110)

图 8　稳态计算比较 (箭头方向表示H 增加)

F ig. 8　Comparison of steady state calculation (A rrow m eans H increasing)

变量模型在整个包线内的收敛性,还在包线内其

它点进行了加减速实验,由于篇幅所限,现给出其

中几组曲线,如图 4～图 7 所示。由仿真结果可

知,用本方法建立的模型在全包线范围内是收敛

的。

除加减速仿真外,模型还在全包线范围内进

行了稳态仿真实验,并将运行的稳态结果与常规

模型的稳态运行结果进行了比较,如图 8 及图 9

所示。该常规模型未考虑容积动力学并用牛顿法

迭代求解,所用的发动机特性数据相同。

其中,图 8为全包线内,中间功率状态下高低

压轴转速与马赫数、高度之间的关系;图 9为上述

曲线簇中高度为 0 km 的那条曲线。可见,在包线

内用辅助变量法建立的模型稳态数据与牛顿法建

立的模型运算结果几乎完全一致。

此外,图 8和图 9虽然是稳态计算结果,但却

是由动态计算收敛到稳态得到的,这也说明了本

方法动、静态计算在全包线是可行且收敛的。

在发动机建模中考虑容积动力学早已有

之[4, 5 ] ,过去考虑容积动力学,往往是为了提高动
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图 9　稳态计算比较 (H = 0 km )

F ig. 9　Comparison of steady state calculation (H = 0 km )

态精度。本文的研究表明,适当的使用容积动力

学,引入辅助变量及辅助方程可以避免迭代运算,

这对保证发动机模型在全包线收敛是十分有意义

的。

6　展　望

　　本文研究了发动机建模过程中引入辅助变量

及辅助方程以避免迭代运算的可行性,但由于容

积动力学本身研究的是动态过程,故本方法在提

高发动机模型精度上还有很大潜力,如图 1 所示

的涡扇发动机中,第É、Ë、Ì三个容腔容积较大,

其容积动力学会对发动机的动态精度产生影响,

而第Ê容腔容积则较小,它属于高频特性,对发动

机动态精度的影响一般可以忽略,这里在建模中

考虑容腔Ê则完全是为了避免迭代运算,实际上,

如果不考虑第Ê 容腔的容积动力学,在求解模型

的涡轮部分采用小回路局部迭代运算是很容易收

敛的,这也不失为一种适当的方法。本文考虑的容

积动力学方程只利用了质量方程,而若同时考虑

质量、能量、动量方程,则发动机模型动态精度将

可能进一步提高。有关精度方面的具体分析将另

文讨论。
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