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不完全数据整体估计方法
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摘要: 提出一种不完全数据整体估计方法,给出整体参数的最佳线性无偏估计量及其协方差矩阵,将传统的

只适用于完全数据的回归分析推广到工程中常见的不完全数据的情况。文中针对位置- 尺度分布族的不完

全数据整体估计方法进行了详细讨论。该方法可以将不同条件下的试验数据作为一个整体进行统计推断,因

此,对一种条件下只有一个失效数据的情况也能进行分析。与传统方法相比,具有更高的精度,而在精度相同

的情况下,则可以节省大量试样。

关　键　词: 航空、航天推进系统;不完全数据;整体估计;回归分析

中图分类号: TB 301; O 211　　　　文献标识码: A

In tegra l Estimate M ethod for Incomplete Data
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Abstract: A new m ethod of in tegral estim ate fo r incomp lete data is p resen ted in th is paper.

T he in tegral param eter estim ato rs and their covariance are derived. T he in tegral estim ate m ethod

fo r the location2scale distributions are discussed at som e length. T he m ethod ex tends traditional

regression analysis that is on ly suitable fo r comp lete data to incomp lete data. T hus it is app licable

even w hen there is on ly one failure data w h ile the traditionalm ethod requires more failure data in

a state. A s the crossw ise info rm ation among the incomp lete data in differen t states is exp lo ited

and app lied, the num ber of specim ens fo r determ in ing the distribution param eters in all states by

the m ethod is about the sam e as that of the specim ens in one state by the traditional m ethod

w hen the p recision is equal,w h ich show s the m ethod has the advan tage of sm all samp le.
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　　回归分析在工程中有着广泛的应用,但是,传

统的回归分析只适用于完全数据,对于截尾数据、

不完全数据和非正态分布的情况却无法进行处

理。然而在工程实际中,如加速寿命试验、生物试

验、外场调查等,由于受试验条件限制和一些无法

预料的因素影响,试验中经常出现中止数据,从而

形成截尾数据和不完全试验数据。为此,文献[ 1 ]

建立了一种截尾数据的回归分析,可以将不同条



件下的截尾试验数据作为一个整体进行统计推

断。文献[ 2, 3 ]建立了不完全数据的秩分布和最佳

线性无偏估计方法,解决了单一状态下不完全试

验数据的统计分析问题。本文在上述研究工作的

基础上,进一步提出一种不完全数据的整体估计

方法,以提高不完全数据统计推断的精度和节省

试样。

1　不完全数据整体估计的基本方程

1. 1　多状态下的位置- 尺度分布族

　　位置- 尺度分布族是工程上常见的一类分

布,如正态分布、W eibull分布、极值分布、双参数

指数分布等,其分布函数可表示为:

F
t - Λ(a , x )

Ρ(b, x)

概率密度函数为:

1
Ρ(b, x) f

t - Λ(a , x )
Ρ(b, x ) , - ∞ < t < + ∞

- ∞ < Λ(a , x) < + ∞, Ρ(b, x ) > 0

其中 Λ(a , x )和 Ρ(b, x )为位置参数与尺度参数, x

= (x 1, x 2, ⋯, x h ) T 为状态变量, a = (a0, a1, ⋯,

ar) T 和 b= (b0, b1,⋯, bs) T 为整体分布参数。Λ(a ,

x )和 Ρ(b, x)与 a、b和 x 之间的函数关系可从所研

究问题的物理性质、理论推导、经验公式等多种渠

道得到,也可对其进行检验[1 ]。

　　设 T 为位置- 尺度分布族随机变量, 令 T
3

= [T - Λ(a , x ) ]öΡ(b, x ) , 则 T
3 被称为标准位置

- 尺度分布族随机变量,具有分布函数 F ( t
3 )和

概率密度函数 f ( t
3 ) 。

1. 2　位置- 尺度分布族不完全数据顺序统计量

　　对于来自分布 F
t- Λ(a , x )

Ρ(b, x ) 的 nq+ m q 个不

完全数据 (顺序统计量)的一般形式为:

t1 < t2 < ⋯ < tn1 ≤

to1 ≤ to2 ≤⋯≤ tom 1 <

tn1+ 1 < tn1+ 2 < ⋯ < tn2 ≤

tom 1+ 1 ≤ tom 1+ 2 ≤⋯≤ tom 2 < ⋯ <

tnq- 1+ 1 < tnq- 1+ 2 < ⋯ < tnq
≤

tom q- 1+ 1 ≤ tom q- 1+ 2 ≤⋯≤ tom q
(1)

式中 tk (k= 1, 2,⋯, nq)表示第 k 个失效数据, t
o
k (k

= 1, 2,⋯, m q)表示第 k 个中止数据, n j ( j = 1, 2,

⋯, q)表示前 j 块失效数据总数, m j ( j = 1, 2, ⋯,

q )表示前 j 块中止数据总数。令 t
3
k = [ tk - Λ(a ,

x) ]öΡ(b, x ) , k= 1, 2,⋯, nq和 t
o3
k = [ t

o
k- Λ(a , x ) ]ö

Ρ(b, x ) , k= 1, 2,⋯, m q,则可得到标准位置- 尺度

分布 F ( t
3 )的 nq + m q个不完全数据 (顺序统计

量)。

1. 3　不完全数据整体估计的基本方程

　　设在第 j 个状态 x j = (x j 1, x j 2,⋯, x j h) T 下进

行寿命试验,得到 n jq+ m jq个不完全数据,其中 n jq

个失效数据为 tj 1< tj 2< ⋯< tj n jq
,则:

tj k = Λ(a , x j ) + Ρ(b, x j ) t3
j k

j = 1, 2,⋯,m　k = 1, 2,⋯, n jq (2)

式中 t
3
j 1< t

3
j 2< ⋯< t

3
j n jq
是标准位置- 尺度分布的

n jq个失效数据。令:

Εj k = Ρ(b, x j ) ( t3
j k - u j k) (3)

式中 u j k = E t3
jk 可由文献[ 3 ]求得,将式 (3)代入

式 (2)得到不完全数据整体估计的基本方程:

tj k = Λ(a , x j ) + Ρ(b, x j ) u j k + Εj k (4)

其均值和协方差分别为:

E tj k = Λ(a , x j ) + Ρ(b, x j ) u j k (5)

Cov{ tj k , tj l} = v j k l　k, l = 1, 2,⋯, n jq (6)

式中 v j k l= Cov{ t
3
j k , t

3
j l}可由文献[ 3 ]求得。

2　等尺度分布不完全数据整体估计

　　工程实际中,通常可设尺度参数 Ρ(b, x )为常

数,位置参数 Λ(a , x )为线性函数,即:

Λ(a , x ) = ∑
r

k= 0
akΥk (x) (7)

Ρ(b, x ) = Ρ (8)

式中 Υk (x )为已知函数, k= 0, 1,⋯, r。那么,由式

(4)可得等尺度分布不完全数据整体估计的基本

方程:

Y = X Η+ Ε (9)

E Y = X Η (10)

V ar Y = V (11)

式中 Y
T = YT

1 , YT
2 ,⋯, YT

m , Y
T
j = ( tj1, tj2, ⋯, tjn jq

) ;

ΕT = ΕT
1 , ΕT

2 ,⋯, ΕT
m , ΕT

j = Εj 1, Εj2,⋯, Εjn jq ; Η= (a0,

a1,⋯, ar, Ρ) T; X T = (X T
1 , X T

2 ,⋯, X T
m ) ,其中:

X j =

Υ0 (x j ) Υ1 (x j ) ⋯ Υr (x j ) u j 1

Υ0 (x j ) Υ1 (x j ) ⋯ Υr (x j ) u j 2

� � � � �
Υ0 (x j ) Υ1 (x j ) ⋯ Υr (x j ) u j n jq

　

(12)

V = Ρ2

V 1 o ⋯ o

o V 2 ⋯ o

� � � �
o o ⋯ Vm

　 (13)
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V j = (Μjk l) n jq×n jq
　j = 1, 2,⋯,m (14)

令:

Q = (Y - X Η) TV - 1 (Y - X Η) (15)

根据广义高斯- 马尔可夫定理可知, Η的估计量 Ηδ

= (a
δ

0, a
δ

1,⋯, a
δ

r, Ρδ) T 可由下式给出:

5Q
5Η = - 2X TV - 1 (Y - X Η) = 0 (16)

即:

Ηδ= X TV - 1X - 1X TV - 1Y (17)

可以证明,式 (17)给出 Η的最佳线性无偏估计,其

协方差为:

Cov (Ηδ) = X TV - 1X - 1 (18)

大量M onte Carlo 模拟表明,当数据总量6
m

j= 1
n jq稍

大时, Ηδ即可近似为正态分布。
可以证明,在等尺度分布不完全数据情况下,

位置参数 Λ(a , x ) 、尺度参数 Ρ和百分位值 Λ(a ,

x) + F
- 1 (P ) Ρ的点估计和置信限估计公式,与文

献[ 1 ]给出的截尾数据情况的有关公式相同,所以

可以采用文献[ 1 ]中公式计算。

3　非等尺度分布不完全数据
　　　　　整体估计

　　工程中有时还会遇到尺度参数随状态变量变

化的情况。设位置参数 Λ(a , x ) 仍由式 (7)给出,

尺度参数 Ρ(b, x) 则为:

Ρ(b, x) = ∑
s

k= 0
bkΩk (x) (19)

式中 Ωk (x) ( k= 0, 1,⋯, s)均为已知函数。那么,

由式 (4)可得非等尺度分布不完全数据整体估计

的基本方程:

Y = X Η+ Ε (20)

E Y = X Η (21)

V ar Ε = V (22)

式中 Η= (a0, a1, ⋯, ar, b0, b1, ⋯, bs) T , X
T = (X T

1 ,

X
T
2 ,⋯, X

T
m ) ,其中:

X j =

Υ0 (x j ) Υ1 (x j ) ⋯ Υr (x j ) Ω0 (x j ) u j 1 Ω1 (x j ) u j 1 ⋯ Ωs (x j ) u j 1

Υ0 (x j ) Υ1 (x j ) ⋯ Υr (x j ) Ω0 (x j ) u j 2 Ω1 (x j ) u j 2 ⋯ Ωs (x j ) u j 2

� � � � � � � �
Υ0 (x j ) Υ1 (x j ) ⋯ Υr (x j ) Ω0 (x j ) u j n jq

Ω1 (x j ) u j n jq
⋯ Ωs (x j ) u j n jq

(23)

V =

Ρ2 (b, x 1)V 1 o ⋯ o

o Ρ2 (b, x 2)V 2 ⋯ o

� � � �
o o ⋯ Ρ2 (b, xm )Vm

　

(24)

式中V j 由式 (14)计算。

　　根据广义高斯- 马尔可夫定理可知, Η的估计
量 Ηδ= (a

δ
0, a

δ
1,⋯, a

δ
r, b

δ
0, b

δ
1,⋯, b

δ
s) T 可由下式给出:

Ηδ= X TV - 1X - 1X TV - 1Y (25)

其协方差为:

Cov (Ηδ) = X TV - 1X - 1 (26)

　　由于式 (25)右边含有参数 b, 所以需迭代计

算,初值可取 b0= 1, bi= 0, i= 1, 2,⋯, s。

同样,在非等尺度分布不完全数据情况下,位

置参数 Λ(a , x) 、尺度参数 Ρ(b, x)和百分位值 Λ(a ,

x) + F
- 1 (P ) Ρ(b, x)的点估计和置信限估计可采用

文献[ 1 ]中公式计算。

4　实　例

　　文献[ 4 ]给出了 4个温度下的某电动机绝缘系

统加速寿命试验结果,每个温度下取 20个样品,每

组试验都出现了中止数据,得到表 1中 4组不完全

数据。根据工程经验,各个温度下电动机绝缘系统

的寿命服从W eibull分布W (Α, Β) ,且形状参数 Α
保持不变,加速方程满足阿伦尼斯模型,即:

ln Β = a + b T

　　由于W eibull分布与极值分布之间存在对数

转换关系,因此,各个温度下电动机绝缘系统的对

数寿命服从极值分布 EV (Λ, Ρ) ,尺度参数 Ρ保持
不变,且有:

Λ= a + b T

　　采用本文方法对表 1 中不完全数据进行统计

分析,得到:

a
δ = - 71527,　b

δ= 7 214105,　Ρδ= 01764 7

Cov

a
δ

bδ

Ρδ
=

81258 - 3 950187 0101 378

- 3 950187 1 895 25917 - 41415

01013 78 - 41415 010130

即有:

Βδ = exp (a
δ + bδ T ) =

exp (- 71527 + 7 214105 T )
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表 1　4个温度下电动机绝缘系统加速寿命试验结果

Table 1　Accelera ted l ife test results of motor in sula tion system under four tempera ture levels

序号
453 K

寿命öh
备注

463 K

寿命öh
备注

493 K

寿命öh
备注

513 K

寿命öh
备注

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

5 60611

4 90511

2 87119

2 76310

3 41318

6 32118

4 84714

2 69013

2 35812

3 75514

4 89818

3 90012

1 19615

6 00017

1 64512

4 02116

2 64317

4 76016

1 62115

3910

故障

故障

中止

中止

故障

故障

故障

故障

中止

中止

中止

故障

故障

中止

中止

中止

故障

故障

故障

中止

1 62818

1 09717

63010

1 52019

70815

20610

18517

43413

1 93817

3 09318

1 17119

1 10818

2715

1 42813

26318

1 11316

96510

4911

35017

2 02617

中止

故障

中止

中止

中止

中止

故障

故障

中止

故障

中止

中止

故障

故障

中止

故障

中止

中止

故障

中止

34411

76119

1 56218

27710

48212

31213

1 43414

1 48616

1 35515

1 37410

72515

91810

2 97013

61010

8919

74116

70610

34712

23816

1 00114

中止

中止

故障

中止

故障

故障

故障

故障

故障

中止

故障

中止

中止

故障

故障

故障

中止

故障

中止

中止

55714

15619

90615

6111

77314

14818

4112

78716

22413

40513

1 07117

40712

30610

42218

17816

58815

30116

1418

1 31510

9011

中止

中止

中止

故障

故障

中止

故障

故障

中止

中止

中止

故障

中止

故障

故障

故障

中止

故障

中止

故障

Αδ= 1 Ρδ= 11307 7

5　结　论

　　 (1) 提出一种不完全数据整体估计方法,将

只适用于完全数据的回归分析推广到工程中常见

的不完全数据的情况。

( 2) 给出整体参数的估计量,它们是所有条

件下不完全数据顺序统计量的线性函数,具有最

佳无偏和渐进正态性质。

(3) 不完全数据整体估计方法能够将不同条

件下的不完全数据作为一个整体进行统计推断,

具有信息量大,精度高的优点。

(4) 建立位置- 尺度分布族的不完全数据整

体估计的基本方程,并分别对等尺度分布和非等

尺度分布不完全数据整体估计进行了详细讨论。

(5) 非等尺度分布不完全数据整体估计方法

可以对工程中常见的异方差数据进行回归分析。
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