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非均匀笛卡尔坐标系网格优化频散
相关保持格式研究

胡　睿, 李晓东

(北京航空航天大学 能源与动力工程学院,北京 100083)

摘要: 为克服传统频散相关保持格式(即 DRP 格式)在数值求解非均匀网格问题时由于寄生波的产生而导致

的数值不稳定的问题, Cheong & Lee提出了一种网格优化频散相关保持格式(即 GODRP格式)。根据其优化

思想, 在非均匀笛卡尔坐标系网格条件下,推导得到了更为通用的 GODRP 格式优化系数公式。针对 Cheong

& Lee 文中算例比较不是在同一基准上进行的不足之处, 设计了一个极端恶劣条件下的非均匀笛卡尔网格,

采用 GODRP 格式和 DRP格式分别求解了二维初始扰动波传播的算例。计算结果表明, 由于 GODRP 格式具

有与网格相关的自带粘性, 不用再另外加入人工粘性便可获得精度较高的数值结果, 避免了传统 DRP格式在

给定粘性时人为经验的影响因素。对于非均匀笛卡尔网格, GODRP 格式确实比传统 DRP 格式更加通用,并

可以得到更为准确的数值模拟效果。
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Grid-Optimized Dispersion-Relation-Preserving Schemes

for Non-uniform Cartesian Grids

HU Rui, LI Xiao-dong

( Schoo l of Jet Propulsion, Beijing Univ er sity o f Aer onaut ics and Astronaut ics,

Beijing 100083, China)

Abstract: When the classic Dispersion-Relat ion-Preserving ( DRP) scheme is appl ied to

pr act ical problems using non-unifo rm g rids, spurious numerical oscillat ions and instabil it ies

w ill be excited due to the inherent lacking of numerical dissipat ion. A Grid-Opt imized

Dispersion-Relat ion-Preserv ing ( GODRP ) scheme for non-unifo rm grids w as propo sed by

Cheong & Lee to remedy this problem. In this paper, the deriv ation and formulat ion of the

GODRP scheme w ere improved fo r non-uniform Cartesian g rids in a more general form . T o

show the characteristics of the improved GODRP scheme, a 2-D init ial pulse problem w as

so lved on an ext remely non-uniform Cartesian mesh using both the GODRP scheme and the

DRP scheme. Numerical results indicate that because o f the inherent numerical dissipat ion,

the GODRP scheme is mo re feasible to be applied to the aeroacoustic problems using the non-

uniform Car tesian g rids, and the enhancement o f computation accuracy can be expected.
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　 　 计 算 气 动 声 学 ( Computational

Aeroacoustics, CAA )是近年来在传统计算流体

力学( Computat ional Fluid Dynamics, CFD)基础

上发展起来的一门新的学科分支。因为大多数气

动声学问题不可避免的将涉及到远场声辐射问

题,从声源到计算域边界传播距离很长,因此在空

间导数的处理上, CAA 与一般 CFD所采用的传

统差分格式不同, 大多采用优化的高阶格式,从而

实现低耗散、低频散,同时每个波长内的网格点数

(即 PPW 数)更小的目的。因此,数值差分格式是

CAA 的一个十分重要的研究内容。

由 T am & Webb
[ 1]于 1993年提出的频散相

关 保 持 格 式 ( Dispersion-Relat ion-Preserving

scheme, DRP 格式)对空间导数采用七点四阶离

散差分,在波数空间用傅立叶变换和泰勒展开相

结合的方法对差分导数进行优化, 使得差分方程

与原来的偏微分方程具有相同的离散关系, 从而

保证了解的合理性,因此该格式在计算气动声学

中得到了较广泛的应用。

然而, DRP 格式系数的优化过程是基于均匀

正交的笛卡尔坐标网格的, 但是在实际应用过程

中对于声学问题,经常是在非均匀笛卡尔网格或

非均匀曲线坐标网格条件下进行计算,此时,如果

仍然采用传统的 DRP 格式,将会产生数值频散,

导致计算的不稳定,甚至得不到正确的结果。为了

消除由于非均匀网格造成的影响, 通常的做法是

在计算过程中加入人工阻尼,其中T am & Shen
[ 2]

在 1993 年给出的选择性人工粘性 ( Art if icial

Selective Damping)得到了广泛的应用。但是人工

粘性的使用, 将导致计算复杂耗时,而且使得程序

的通用性降低,所采用的粘性项的大小和分布, 很

大程度上依赖于经验的积累。因此,如何解决由于

网格的非均匀性引起的计算的复杂度问题, 成为

了 CAA 领域中大家关注的焦点之一。近年来许

多研究者为解决该问题进行了大量的工作, 提出

了一些改进的格式, 如: Nance, Viswanathan &

Sankar
[ 3]
于 1997年提出的低频散有限体积格式

( LDFV)、Zhuang & Chen
[ 4]于 1998年提出的优

化迎风 DRP 格式( OUDRP)、Cheong & Lee[ 5]于

2001 年提出的网格优化频散相关保持格式

( GODRP)等。然而有限体积格式和迎风格式在计

算气动声学的应用中有其局限性[ 5]。GODRP 格

式采用中心差分的方法, 系数优化过程与当地网

格性状相关,在每个差分点处进行优化,使得局部

有限差分方程与原来的偏微分方程保持相同的离

散关系, 从而保证了数值格式在全域的准确性。

GODRP 格式这种与网格相关的优化特性克服了

传统 DRP 格式在应用于非均匀网格时的不足,可

以适用于更为广泛的计算领域。

但是,我们注意到, Cheong & Lee
[ 5]
所采用的

算例大多不是在相同的网格情况下用不同的格式

计算得到的, 例如对于二维初始扰动波传播的计

算算例, 文献[ 5]给出的比较是 DRP 格式采用均

匀正交网格,而 GODRP 格式采用非均匀网格分

别得到的结果。实际上DRP 格式在加入人工粘性

时,是可以求解非均匀网格情况的, 因此文献[ 5]

并不能有效地说明 GODRP 格式比 DRP 格式更

具优势。为此,本文重新推导了 GODRP 格式在非

均匀笛卡尔坐标网格时的系数,对其优化过程进

行了改进,并且针对一个 CAA 标准问题,精心设

计了一个极端恶劣的非均匀笛卡尔网格,同时用

GODRP 和 DRP 两种格式进行了计算和比较。结

果表明,对于非均匀笛卡尔网格,采用 GODRP 格

式确实可以得到比传统 DRP 格式更为准确的数

值模拟结果。

1　优化系数推导

　　对于笛卡尔坐标系网格,由于不涉及物理域

与计算域坐标之间的变换问题,所以可以简化为

一维情况进行推导。

与 Cheong & Lee[ 5]不同,本文采用更为通用

的形式来推导GODRP 格式优化系数。在非均匀

笛卡尔坐标系下(假设差分点为 x 1, 网格间距为

�x j ) ,对空间一阶偏导数 �f / � x 采用有限差分展
开,即可得到:

� f
� x ≈

1

�x �
n

j= 1
aj f ( x + �x j ��x ) ( 1)

其中:

�x =
x max - x min

n - 1 ( 2)

�x j = x j - x 1

�x
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( j = 1, 2,⋯, n - 1, n) ( 3)

　　对式( 1)进行傅利叶变换可得:

i�f~ =
1

�x �
n

j = 1
aj e

i��x
j
��x

f
~ ( 4)

　　比较上式左右两边, 即可得到非均匀网格条

件下有限差分格式傅利叶变换的有效(或数值)波

数:

�-=
- i

�x �
n

j = 1
a j e

i��x
j
��x

( 5)

　　很明显, 如果网格空间是不对称的,对于任意

差分模式,式( 5)的有效波数将不是一个实数而是

一个复数,设其实部和虚部分别表示为: �-r 和 �-i。

系数优化过程必须满足使得 �-r �x- ��x及 �-i �x
在设计的波数范围内尽可能接近 0, 并且保证格

式的数值稳定性。以上条件可通过使误差 E 最小

来满足:

E =∫
e
r

0
��-r �x - ��x � 2d(��x ) +

 ∫
ei

0
�-i �x + exp - ln 2 � ��x - !

∀

2 2

d( ��x ) ( 6)

其中, er 和 ei 分别表示实部和虚部的积分上限,  
表示权系数, ∀表示高斯函数的半波长, c为一维

波方程 ut+ cux= 0中的波的传播速度。

采用待定系数法, 将泰勒展开和波数空间近

似相结合可以得到 n 个点的 GODRP 格式空间离

散系数之间的关系。将各个系数用 an 和 a( n- 1)表

示可得:

aj = �Cn, j an + �Cn- 1, j an- 1 + �C1, j ( 7)

其中:

�Cn, j = ( �X- 1
C1 ) j

�Cn- 1, j = ( �X- 1
Cn- 1) j

�C1, j = ( �X- 1
C1 ) j

是与网格相关的参数, 网格矩阵定义如下:

�X =

1 1 1 1 1

0 � 2 ⋯ �n- 1 �n

0 � 2
2 ⋯ �2

n- 1 �2
n

     
0 �2n- 2

2 ⋯ � 2n- 2
n- 1 �2n- 2

n

Cn =

[ - 1, - � n, - � 2
n, ⋯, - � 2n- 2

n ]
- 1

Cn- 1 =

[ - 1, - � n- 1, - � 2
n- 1, ⋯, - � 2n- 2

n- 1 ]
- 1

C0 = [ 0, 1, 0,⋯, 0] - 1

上式中 � j 的值即为如式( 3)所定义 �x j , 根据不
同差分模式确定上面的矩阵,即可以得到中心差

分及一侧差分GODRP 格式系数。

为求得使误差 E 达到最小的优化系数,将式

( 7)代入式( 6) , 并令
�E
� an= 0 及

�E
� an- 1

= 0, 可以得

到如下矩阵形式的代数方程组:

Ea �
an

an- 1
= R ( 8)

式中矩阵Ea 及R的元素定义如下:

( Ea) 11 =∫
e
r

0
( CnS ) �( CnS) dk +  ∫

e
i

0
( CnC) �( CnC) dk

( Ea) 12 =∫
e
r

0
( CnS ) �( Cn- 1S) dk +  ∫

e
i

0
( CnC) �( Cn- 1C) dk

( Ea) 21 =∫
e
r

0
( Cn- 1S ) �( CnS) dk +  ∫

e
i

0
( Cn- 1C) �( CnC) dk

( Ea) 22 =∫
e
r

0
( Cn- 1S ) �( Cn- 1S) dk +  ∫

e
i

0
( Cn- 1C) �( Cn- 1C) dk

( R) 1 = -∫
e
r

0
( CnS) �( C1S - k ) dk -  ∫

e
i

0
( CnC) � C1C - exp - ln 2 � k - !

∀

2

dk

( R) 2 = -∫
e
r

0
( Cn- 1S) �( C1S - k ) dk -  ∫

e
i

0
( Cn- 1C) � C1C - exp - ln 2 � k - !

∀

2

dk

其中:

C f S = �
n

j= 1
�C f , j �sin( k�x j )　　　　Cf C = �

n

j= 1
�C f , j �cos( k�x j )
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　　对于给定网格求解方程( 8)即得到了与网格

相关的GODRP 格式系数。该公式比文献[ 5]更加

通用,可用来求解各阶中心及一侧差分 GODRP

格式系数。当 n= 7时,即可求得七点 GODRP 格

式系数。本文随后的参数分析及算例计算都是采

用的 7点模式。

2　优化参数对GODRP 格式的影响

　　从上述推导过程可以看出, GODRP 格式与

传统 DRP 格式的差别在于: 在系数的推导过程

中,根据各点的非均匀度,加入了与其相关的可抑

制不稳定波产生的自带粘性。如何正确掌握加入

粘性的大小从而保证格式的低频散低耗散特性,

是 GODRP 格式系数推导过程中的一个重点。下

面将讨论不同优化参数对 GODRP 格式优化系数

的影响。图 1给出了当  和 ∀固定时, er与 ei 对数

图 1　 = 0. 2, ∀= 0. 2!时, 数值波数与 e r, ei 的关系

F ig . 1　Numer ical wave num ber ver sus e r and e i

w hen  = 0. 2, ∀= 0. 2!

值波数的影响,图 2表示了 er , ei 和  固定时, ∀对
数值波数的影响。图 1( a)和图 2( a)表示数值波数

实部与实际波数的关系。从图 1( a)中可以看出,

随着 er 与 ei 的增大,有效波数实部的最大值也会

增大,即关键波数�-c [ 5] ( ��-c �x- ��x �< 0. 005)随

图 2　 = 0. 2, er= ei = 1. 4时, 数值波数与 ∀的关系

F ig . 2　Numer ical wave number ver sus ∀ w hen

 = 0. 2, er= ei = 1. 4

之增大。关键波数与分辨率( PPW 数)的关系为:

PPW =
2!
�C �x

因此分辨率随着 er 与 e i 的增大而提高了。当 e值

大于 1. 4以后,关键波数将随其增大反而减小, 因

此,最佳优化参数为 er= ei= 1. 4,本文后面的优化

系数都是在 er= ei= 1. 4的情况下得到的。而从图

2( a)中可以看出,几条曲线几乎完全重合, 这说明

参数 ∀对关键波数几乎没有影响。图 1( b)和图 2

( b)表示了数值波数虚部即数值粘性项的分布。

可以看出, 粘性项对于长波长的波(即 ��x较小
时 )抹削较小,而对于短波长的波(即 ��x较大

时) , 由于网格的不均匀所造成的数值寄生波)抹

削较大。这正与我们的要求相符合。随着 er , ei 和

∀的增大,粘性项增大。er , e i 确定后,根据实际计

算的需要来调节 ∀而得到符合要求的优化系数。
本文后面计算用到的 ∀= 0. 1!。
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3　数值校验

　　为了验证非均匀笛卡尔坐标系下 GODRP 格

式的有效性, 本文选用第一届计算气动声学专题

会议标准问题 [ 6]第三类问题(二维初始扰动波传

播)作为算例。

根据计算需要, 本文设计了一个极端恶劣的

跳跃非均匀网格:

x ( i ) = i - 101 + ( - 1)
i �( - �)

( i = 1～ 233)

y ( i ) = i - 101 + ( - 1)
i �( - �)

( i = 1～ 233)

其中, �反映了网格的非均匀度,在文献[ 5]文中

取为 0. 1, 而本文采用了变化更为剧烈的网格, �
= 0. 3。局部计算网格如图 3所示。

图 3　局部放大计算网格

Fig . 3　Enlar ged local gr id for comput ations

图 4　计算域和边界条件

Fig4.　Com putational domain and boundary conditions

本文采用的 CAA 计算方法主要基于已有工

作
[ 7, 8]

, 主控方程为线化欧拉方程,时间推进采用

Hu 等人提出的 4/ 6 步低耗散低频散龙格库塔

( Low-Dissipat ion and Low-Dispersion Runge-

Kutta, LDDRK)格式[ 9]。远场无反射边界与文献

[ 7, 8]中采用的以摄动为基础的远场边界条件不

同, 本文采用了极佳匹配层( Perfectly M atched

Layer, PM L)边界条件[ 10] ,如图 4所示。所用的吸

收边界层宽度为 16 层网格点, 因此, 实际有效内

场计算域坐标 x , y 的范围为[ - 100, 100]。

在 t= 0的初始时刻下, 声波、涡波和熵波扰

动为如下形式:

p = exp - ( ln 2)
x

2 + y
2

9

#= exp - ( ln 2)
x

2 + y
2

9
+

0. 1exp - ( ln 2) ( x - 67)
2
+ y

2

25

u = 0. 04y �

exp - ( ln 2)
( x - 67) 2 + y

2

25

v = - 0. 04( x - 67) �

exp - ( ln 2) ( x - 67)
2
+ y

2

25

　　在如图 3所示的跳跃网格中,网格间距沿 x

和 y 方向同时交替变化, 由网格变化而产生的短

波长的寄生波使得计算很不稳定。Cheong &

Lee
[ 5]
在进行比较时, 网格跳跃没有本文剧烈, 而

且 DRP 格式的结果是在均匀网格条件下得到的,

不能有效说明GODRP 格式的优势。而本文在相

同的网格条件下用 GODRP 和传统 DRP 格式同

时进行了计算。在使用GODRP 格式计算时,由于

在系数优化过程中已经引入了与网格相关的粘

性,没有再另外加入人工粘性即得到了较好的结

果。在使用 DRP 格式计算时, 如果不加入人工粘

性,将由于数值频散而无法获得结果。因此,本文

采用 DRP 格式计算时, 加入了人工选择性粘性。

将 DRP 格式计算结果与不加粘性的 GODRP 格

式计算结果对比, 如图 5 和图 6 所示。图 5( a)和

( b)分别表示了在 t= 60 时刻采用 DRP 格式和

GODRP 格式计算得到的全场的密度波形在接近

出流边界处局部等值线图, 从图中明显的可以看

出 GODRP 格式的计算结果在没有外加入人工粘

性的情况下很稳定, 与解析解吻合得很好, 而

DRP 格式的计算结果,虽然加入了人工粘性但仍

有波动。图 6( a)～( d)分别表示了在 t= 60时刻采

用 DRP 格式和 GODRP 格式计算得到的密度扰
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图 5　t= 60 时刻密度分布局部等值线图 (⋯ 解析解 ; — 数值解)

Fig . 5　Densit y contour s at t= 60 (⋯ exact ; — numer ical result s)

图 6　t= 60 时刻 x 轴密度波形局部图 (⋯ 解析解 ; △ 数值解)

F ig . 6　Density Waveform along the x - axis a t t= 60 (⋯ exact ; △ numer ical r esults)

动在 x 轴上的分布。从不同部位的两个局部放大

图中可以看出, DRP 格式由于全场加入了人工粘

性因此对数值结果有较大的抹消作用,在波峰处

与解析解有较大的偏差,即使在这种情况下, DRP

格式的计算结果依然没有 GODRP 格式的结果光

滑,而且局部还存在数值抖动,也就是说其计算过

程没有GODRP 格式稳定。因此,从上面的对比及

分析可以得出结论: 对非均匀笛卡尔坐标网格,

GODRP 格式确实比传统 DRP 格式更具优势。

4　结　论

　　本文推导并改进了非均匀笛卡尔坐标系网格
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情况下 GODRP 格式的优化系数计算公式, 给出

了一种更为通用的形式, 并且分析了其中各优化

参数对格式的影响作用。然后在一个剧烈变化的

非均匀网格情况下, 分别采用 GODRP 格式和

DRP 格式数值模拟了一个二维初始扰动波的传

播。计算结果表明,由于GODRP 格式自带与网格

相关的人工粘性,不用再另外加入人工粘性便可

获得精度较高的数值结果, 避免了传统DRP 格式

在给定粘性时对于人为经验的依赖。从而证实了

在非均匀笛卡尔坐标系网格情况下, 采用

GODRP 格式进行数值模拟比传统的 DRP 格式

更为方便准确,显示了 GODRP 格式的优越性。
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