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使用 GAO-YONG方程组
对可压湍流边界层的数值模拟

高　歌, 任　鑫

(北京航空航天大学 能源与动力工程学院,北京 100083)

摘要: 应用 SIMPLE / SIMPLER 方法及 QUICK 格式求解 GAO-YONG 可压湍流方程组,对二维零压力梯度

可压平板湍流边界层进行了数值模拟。结果表明, 不需要任何经验系数及壁面函数的 GAO-YONG 可压湍流

控制方程组对较广马赫数范围( Ma= 0. 2～2. 4)平板边界层各项参数(表面摩擦系数 C f , 对数律, 亏损律等)

能做出良好的预测。
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The Calculation of Wall Boundary Layer Using

GAO-YONG Turbulence Equations

GAO Ge, REN Xin

( School of Jet Propulsion, Beijing University of Aeronautics and Astronaut ics,

Beijing 100083, China)

Abstract: T w o-dimensional, stationary, compressible boundary layer with zero pressure g ra-

dient is numerically simulated with GAO-YONG turbulence model. Employ ing stag gered grid ar-

rangement , SIM PLE/ SIM PLER code and a second-order QU ICK scheme are used. All the re-

sults verify that the GAO-YONG equat ions, without using empirical coeff icients and w all func-

tions, may successfully simulate the compressible turbulent boundary layer (M a= 0. 2～2. 4) .

The calculat ion successfully simulates the f low , including the natural t ransition process, and pre-

dicts the fundamental properties of the boundary lay er, such as C f , the logarithmic law , and the

defect law , etc, w hich are finely close to the experimental data. All the results further verify the

adaptability of the turbulence model to real turbulent f low .

Key words: aerospace propulsion system ; turbulence; GAO-YONG rat ional model;

compressible w all boundary layer

　　湍流问题不仅是经典物理中留下的最大难

题,而且是流体机械等工程应用中急待解决的问

题。计算机和计算方法的发展给这一问题的解决

带来了希望。计算机模拟湍流有三种方法: ( 1)

DNS,即直接求解 Navier-Stokes方程; ( 2) Larg e-

Eddy Simulation, 即求解带亚格子模型的滤波之

后的 Navier-Stokes 方程; ( 3) Reynolds-averaged

Nav ier -Stokes方程,即用湍流模型求解 Reynolds

平均方程。在工程应用中人们关心的是湍流的统

计平均值, Reynolds 平均方程及其模型自然成为



计算湍流的主要手段。

湍流模型应该能够反映湍流脉动量和平均量

的相互作用, 能够预测任意的湍流流动。但不幸的

是,现在所提出形形色色的湍流模型都不具有通

用性。即便对于平板这样的简单流动,也没有模型

能够把近壁区和远壁区同时算好。究其原因,湍流

边界层中,随着离壁面的距离的变化,粘性切应力

和湍流附加切应力各自对流动的影响也发生变

化。离开壁面后粘性切应力的影响逐渐减小,而湍

流附加切应力的影响开始不断增大, 而后逐渐减

小。这样在边界层内形成了具有不同流动特征的

几个区域[ 1]。可分为边界层内层(粘性底层,过渡

层,对数律层)和外层(亏损律层)。内层由壁面律

描述: u+ = f ( y + ) , u+ = U / u�, y+ = �u�y / , 外层可
用亏损律描述: ( Umax- U ) / u�= g( y / !)。在不同区
域上其控制作用的物理过程不同: 粘性底层中粘

性切应力起主要作用, 流动接近层流状态; 过渡层

的粘性切应力和湍流附加切应力为同一量级, 流

动状态极为复杂;对数率层流体的湍流附加切应

力大于粘性切应力处于完全湍流状态;外层湍流

强度明显减弱,湍流与非湍流瞬息变化,呈现间歇

性。总之貌似简单实则极为复杂的平板边界层流

动对湍流模型提出了严峻挑战。

GAO-YONG湍流方程组是基于侧偏平均方

法获得的理性湍流方程,其中不含任何经验系数,

也不使用壁面函数等经验处理。应用该湍流方程

组在 1999年完成了不可压湍流三个代表性算例

的验证 [ 2～4] : 平板边界层流动、自由剪切流及后台

阶流动; 在 2000年对圆射流进行了模拟
[ 5]
, 成功

的解决了对于湍流微分方程模型而言的圆射流/

平面射流异常现象;在 2002年完成了不可压平板

边界层自然转捩的模拟和近壁区和远壁区的统一

计算
[ 6]
,取得了很好的结果。本文将 GAO-YONG

不可压湍流模式理论推广到可压流动中,并对马

赫数分别为 0. 2, 0. 8, 1. 47, 2. 4的湍流平板边界

层进行初步研究,以检验 GAO-YONG 可压湍流

方程的物理适定性。

1　控制方程

　　在 GAO-YONG 不可压湍流方程组的基础

上,运用 Fav re 平均,引入能量方程、状态方程, 并

对因流体的可压缩性而引起的新的关联项进行模

化,从而推导出GAO-YONG可压湍流方程组。该

方程组由平均流连续方程, 动量方程,能量方程,

状态方程;漂移流连续方程,动量方程,机械能方

程组成(平均量省去上标,漂移量有波浪上标) :
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式中 u, p ,�分别为平均流的速度、压力、密度; u~,

p
~ 分别为漂移流的速度、压力。E为总能量:

E = e +
1
2
uiui = CpT -
p
� +

1
2
u iui ( 8)

∀ij , ∀~ij分别为平均流的层流应力和漂移流的层流

应力:

∀ij = 2 #~ij - 2
3
 #~kk!ij

∀~ij = 2 #ij - 2
3
 #kk!ij

( 9)

#ij = 1
2

� ui
� x j +

� u j
� x i

#~ij = 1
2
� u~i
� x j +

� u~j
� x i

( 10)

∀Tij , ∀~Tij分别为平均流湍流应力和漂移流湍流应力。
模化方法与不可压相同,本文不做详细推导。以平

均流湍流应力为例(漂移流湍流应力只需以漂移

变形率代替平均流变形率则可得到) :

在正交各向异性坐标系( 1- 2 坐标系, 定义
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详见文献[ 2] )下:

∀( 1- 2)
ij = 2 IJ#( 1- 2)
ij -

2
3
 LL #( 1- 2)
ll !ij ( 11)

 I J = �∃I J � + �∃IJ �　　∃ij = �l ju~i ( 12)
其中 I , J , L 为伴随标, 不参与求和约定。由( 11) ,

( 12)式可以得到正交坐标系下的本构关系:

∀( 1- 2)
ij = CI J#( 1- 2)
ij ( 13)

　　这样有了正交坐标系下粘性系数矩阵 C I J后,

我们便可通过坐标转换矩阵来求出 x-y 坐标系下

的粘性系数矩阵 D I J , 进而得到 x -y 坐标系下的

本构关系:

∀ij = D I J#ij ( 14)

qj , qTj 分别为层流热通量和湍流热通量:

qi = - k
� T
� x i　　q
T
i = - kT

� T
� x i ( 15)

　　湍流热通量是模化温度脉动关联项得到的,

本文采用了雷诺比拟
[ 1]
。
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R
p
�, K T

0 . 72
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 T
Pr T

( 16)

( T ,  , k, R, K , Cp , P r) =
(温度,粘性系数,热传导系数, 气体常数,

比例常数( 0/ T 0. 720 ) , 等压比热,普朗特常数)

l为脉动场的平均漂移位矢, 其模量由( 7)式决

定,方向为平均流拉伸主轴方向,二维情况下由下

式决定:

% = 1
2
arctg

2∀xy
∀x x - ∀yy ( 17)

2　计算方法

　　可压缩流的一个重要特点是密度在流体流动

过程中是变化的。因而速度的变化不仅因为压力

的变化而致, 也由于密度的变化所造成。这样, 与

不可压缩流场计算中的速度- 压力耦合关系相对

应,在可压缩流场中是速度- 压力- 密度三者间

的耦合关系。而针对 GAO-YONG可压湍流方程

组,由于方程中只出现平均密度,故平均流方程的

计算采用了推广到可压缩流计算的 SIMPLER
[ 7]

方法。而漂移流方程仍旧采用原始 SIMPLE [ 8]方

法。另外平均流方程与漂移流方程都采用了交错

网格[ 8]技术。

SIM PLER 与 SIMPLE 方法的区别在于:

SIM PLER方法中压力修正方程只是用来修正速

度,而采用动量方程和连续方程推导的压力方程

直接求出压力。由于在推导压力方程时没有作任

何的近似假设, 于是用一个正确的速度场来计算

假速度,压力方程将马上给出正确的压力。这样就

解决了 SIM PLE方法求解压力时,因推导压力修

正方程引入近似而导致压力修正量被夸大的影

响。对于GAO-YONG 可压湍流方程组的求解步

骤为: ( 1)求解漂移流 u~, v~速度场, 利用漂移流连

续方程修正漂移压力场和速度场; ( 2)求解机械能

方程,求出漂移位矢 l, 进而得到湍流粘性系数;

( 3)求出压力方程系数,进而求解压力方程; ( 4)将

所得压力代入动量方程求解 u, v 速度场,最后利

用平均流连续方程修正平均速度场; ( 5)若程序未

收敛,回到( 1)再行迭代求解。

本文使用无量纲化方程组, 对马赫数分别为

0. 2, 0. 8, 1. 47, 2. 4 的可压湍流边界层进行数值

模拟。计算域分别取在长高 2 m×0. 5 m , 2 m×

0. 5 m, 5 m×1. 25 m, 10 m×2. 5 m 的矩形区域

内, 所取雷诺数( Re= (�∞×U∞×l0 ) /  )分别为
2. 2×106, 6. 6×106 , 1. 1×107, 3. 0×107。�∞为来
流密度, U∞为来流速度, l 0为平板长度。边界条件

为平板处使用无滑移条件和绝热壁条件,出口及

上边界速度,压力,焓值均外推。动量方程中对流

项的差分格式使用二阶 QU ICK [ 7]格式,扩散项及

源项使用具有二阶精度的中心差分, 离散后生成

五对角代数方程组,用交替方向的线迭代的 TD-

MA 算法
[ 7]求解。

3　计算结果

　　本文在不使用经验系数和壁面函数的情况

下,对二维零压力梯度下可压湍流进行模拟。在

计算过程中发现,入口条件的确定是影响计算稳

定性的重要因素。本文采用的方法是:首先进行层

流计算,使用层流计算的结果,要求入口的速度型

及摩擦系数都要满足 Blasius解,然后作为初始值

进行湍流计算。图 1为 Ma= 0. 2 、0. 8的速度型

和不可压流的线性律和对数律比较, 图 2 为 Ma

= 0. 2, 0. 8的速度型和不可压流的外层速度型比

较。可见当马赫数增大时, 速度型更加饱满。而

Ma= 0. 2和不可压流动时的结果几乎完全重合,

这也是符合物理实际的。由于可压缩性对边界层

底层壁面律的影响很小 [ 9] , 所以高马赫数时内层

的计算结果仍与不可压流的线性律和对数律比

较。图 3为 Ma= 1. 47的底层速度型同线性律和

对数律比较 (图中 Re&是边界层动量厚度雷诺

数)。图 4为 Ma= 1. 47的外层速度型与经验值

(来自文献[ 10] )的比较。由 4个不同雷诺数剖面
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图 1　Ma= 0. 2与 M a= 0. 8 平板湍流边界层

底层速度型

Fig. 1　Logar ithmic plot of the velo city profiles

for the wall reg ion of flat-plat e turbulent

boundar y lay er w hen M a= 0. 2, 0. 8

图 2　Ma= 0. 2与 M a= 0. 8 平板湍流边界层

外层速度型

F ig. 2　P rediction of the velocity pr ofiles fo r the

outer reg ion of flat -plat e turbulent boundar y

layer w hen M a= 0. 2, 0. 8

图 3　M a= 1. 47平板湍流边界层底层速度型

Fig. 3　Logar ithmic plot of the velo city profiles

for the wall reg ion of flat-plat e turbulent

boundary lay er when Ma= 1. 47

的比较结果可见, Ma= 1. 47 时边界层内的速度

型分布是令人满意的。图 5为Ma= 2. 4的底层速

度型同线性律和对数律的比较, 文献[ 9]指出在随

着马赫数升高边界层底层速度型相对不可压壁面

律将向下偏离,本文计算结果亦如此。图 6为 Ma

图 4　M a= 1. 47平板湍流边界层外层速度型

Fig. 4　Logar ithmic plot of the defect law for the

outer r eg ion of flat - plate turbulent boundary

layer when Ma= 1. 47

图 5　M a= 2. 4 平板湍流边界层底层速度型

Fig. 5　Logar ithmic plot of the velocity profiles

fo r the wall reg ion of flat -plat e turbulent

boundary layer when Ma= 2. 4

图 6　M a= 2. 4 平板湍流边界层外层速度型

!2 =∫
!

0

�u
�eU e

1 -
u
Ue

dy

F ig . 6　Prediction of the velo cit y profiles for

the outer reg ion of flat -plate turbulent

boundar y lay er w hen M a= 2. 4
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= 2. 4的外层速度型与经验公式(来自文献[ 9] )

的比较,结果符合的很好。

图 7　M a= 0. 8, 1. 47, 2. 4 平板湍流摩阻系数

F ig . 7　Comparison of the friction coefficients for

t he flat -plat turbulent boundary layer w hen

M a= 0. 8, 1. 47, 2. 4

对湍流进行数值模拟,最重要的参数是表面

摩擦系数 C f ,因为它直接关系到流动的阻力, 是

工程上最关心的内容。图 7 是马赫数为 0. 8,

1. 47, 2. 4摩阻系数 C f ( = �w / ( 0. 5�U 2e) )沿流向表
面变化, 与经验估计 (层流部分 C f = 0. 664/

Rex , 湍流部分 C f = 0. 445/ [ ln ( 0. 06Rex ) ] 2 )比

较。当马赫数为 0. 8, 1. 47时湍流摩阻系数与不可

压的数值相近, 而马赫数为 2. 4时摩阻系数明显

降低。本文计算的摩阻系数的变化趋势同实验分

析
[ 9]
的比较符合的很好。

4　结　论

　　对零压力梯度下光滑平板的模拟结果表明,

GAO-YONG 模型有很强的适应能力, 从层流区

转捩区到充分发展湍流区对近壁区和远壁区的计

算都可以使用统一的模型, 而且不需要传统的壁

面修正和经验系数。对于充分发展湍流区内的各

项参数如对数律、壁面 Cf、内外层速度型等都能

做良好的预测。对于可压缩湍流的初步计算显示

了 GAO-YONG 模型的发展潜力,随着对可压流

的深入研究、对物理理本质进一步的理解,该模型

与物理实际的适定性将得到更好完善,在工程上

获得更广泛的应用。
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