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非等间距相关系数平稳序列分析方法
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摘要: 工程实际中由于数据缺损或受测试条件所限,常常得到非等间距的时间序列。而传统的时序分析方法

只适用于等间距采样的数据,目前工程上对这类问题通常采用插值等近似处理方法,这往往导致较大误差。

本文提出非等间距相关系数平稳序列的概念,建立了非等间距相关系数平稳序列自回归模型,给出了非等间

距相关系数A R (p ) 序列的精确极大似然估计和条件极大似然估计,能够高精度地确定非等间距序列的均值

函数、方差函数和相关系数函数。
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Abstract: T he idea of co rrelation coefficien t stationary series w ith unequally spaced data is

p resen ted and the p th2order auto regressive model fo r the correlation coefficien t stationary series

w ith unequally spaced data is established. T he exact m ax im um likelihood estim ations and the con2
ditional m ax im um likelihood estim ations of their param eters are given in detail. U nequally spaced

tim e series is common in engineering w hen the observation is irregular. T he traditional tim e series

analysis m ethod is on ly suitable to equally spaced data and the app rox im ate analysis m ethods fo r

unequally spaced data, such as in terpo lation m ethod,m ay cause big erro r. By emp loying the p re2
sen t m ethod, the m ean function, the variance function and the correlation coefficien t function of

unequally spaced tim e series can be calculated w ith h igh p recision.
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1　引　言

　　文献[ 1 ]提出相关系数平稳过程的概念,从一

般的非平稳随机过程中分离出一类工程上常见且

便于研究的随机过程。文献[ 2～ 4 ]进一步提出相

关系数A R (p ) ,M A (q)和A RM A (p , q)序列的概

念, 并建立了相关系数A R (p ) ,M A (q)和A RM A

(p , q)序列分析方法。工程上遇到的时间序列基

本上属于相关系数平稳序列,其均值和方差可随

时间变化,传统的均值和方差都为常数的相关函

数平稳序列仅是它的一个特例。针对许多工程领

域由于数据缺损或受测试条件所限,常常得到非

等间距时间序列的情况,本文进一步建立非等间

距相关系数平稳序列自回归模型,给出非等间距

相关系数A R (p )序列的精确极大似然估计和条

件极大似然估计。传统的时间序列分析方法只适

用于等间距采样数据,目前工程上通常采用插值

等近似处理方法处理非等间距的时间序列,这往

往导致较大误差。本文方法则可以在时域进行全

程分析,具有信息量大的优点,能够高精度地确定

相关系数平稳序列的均值函数、方差函数和相关

系数函数。从而解决了工程中非等间距时间序列

分析处理的难题。

2　非等间距相关系数A R (1)序列
　　　　　分析方法

　　设 X ( t)为相关系数平稳过程, X = (X 1, X 2,

⋯, X n)′为它的一个时间序列, 其中 X i= X ( ti) , i

= 1, 2,⋯, n,那么根据文献[ 2 ]可知, Y ( t) = [X ( t)

- Λ(a , t) ]öI (b, t)为相关函数平稳过程, 若 Y=

(Y 1, Y 2,⋯, Y n)′为A R (p ) ,M A (q)或A RM A (p ,

q)序列, 则称 X = (X 1, X 2, ⋯, X n )′为相关系数

A R (p ) ,M A (q)或A RM A (p , q)序列, 其中 Y i =

[X ( ti) - Λ(a , ti) ]öI (b, ti) , E [X ( t) ]= Λ(a , t) , V ar

[X ( t) ]= Ρ2
0 I

2 (b, t) ; a= (a0, a1,⋯, ar)′, b= (b0, b1,

⋯, bs)′和 Ρ0 均为待定参数。当 t1, t2,⋯, tn 为非等

间距时,则称X = (X 1, X 2,⋯, X n)′为非等间距相

关系数平稳序列。

2. 1　非等间距相关系数A R (1)模型

　　根据一阶连续系统自回归模型[5 ]和文献 [ 2 ]

可知,相关系数A R (1)序列X = (X 1, X 2,⋯, X n)′

的相关系数函数为:

Θ(Σ) = eΑΣ (1)

式中 Σ为时间间隔。自回归系数由下式给出:

Γ(Σ) = Θ(Σ) (2)

因此,非等间距相关系数A R (1)模型为:

Y i = eΑΣiY i- 1 + Ε(Σi) (3)

式中 Y i= [X ( ti) - Λ(a , ti) ]öI (b, ti) , Σi= ti- ti- 1。Ε
(Σi)是相互独立且服从从N (0, Ρ2

Ε)的随机变量。其

中:

Ρ2
Ε = Ρ2

0 (1 - e2ΑΣi) (4)

2. 2　非等间距相关系数A R (1)序列精确极大

　　　　　　　　　似然估计

　　设 x j i= x ( tj i) , i= 1, 2,⋯, n j 是来自相关系数

平稳正态过程 X ( t)的第 j 个样本序列的一组观

测值,若 x j = (x j1, x j2,⋯, x jn j
)′为非等间距相关系

数A R (1)序列,则 y j = (y j1, y j2,⋯, y jn j
)′为非等间

距相关函数 A R (1)序列, 其中 y j i = [ x j i - Λ (a ,

tj i) ]öI (b, tj i) , j = 1, 2,⋯, m。由 x1, x2,⋯, xm 的联

合密度函数[2 ]可知,参数 a、b和 Α、Ρ0 的精确似然

函数为:

L (a , b, Α, Ρ0) = ∏
m

j = 1

1

2ΠΡ0 I (b, tj1)
exp -

y 2
j1

2Ρ2
0
×

∏
n j

i= 2

exp -
(y j i - eΑΣj iy j ( i- 1) ) 2

2Ρ2
0<(Α, Σj i)

2Π<(Α, Σj i) Ρ0 I (b, tj i)

(5)

式中:

<(Α, Σj i) = 1 - e2ΑΣj i (6)

对式 (5)两边取对数,得精确对数似然函数为:

lnL (a , b, Α, Ρ0) =

∑
m

j= 1
-

n j

2
ln (2ΠΡ2

0) -
y 2

j 1

2Ρ2
0

-
1
2∑

n j

i= 2
ln<(Α, Σj i) -

1
2∑

n j

i= 2

(y j i - eΑΣj iy j ( i- 1) ) 2

Ρ2
0<(Α, Σj i)

- ∑
n j

i= 1
ln I (b, tj i) (7)

　　对式 (7)求偏导, 可得求解 a、b 和 Α、Ρ0 的精

确极大似然方程组:

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5ak

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j= 1

y j 1
5y j 1

5ak
+

∑
n j

i= 2

y j i - eΑΣj iy j ( i- 1)

<(Α, Σj i)
5y j i

5ak
- eΑΣj i

5y j ( i- 1)

5ak
= 0

k = 0, 1,⋯, r (8)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5bk

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j= 1
y j 1

5y j 1

5bk
+

∑
n j

i= 2

y j i - eΑΣj iy j ( i- 1)

<(Α, Σj i)
5y j i

5bk
- eΑΣj i

5y j ( i- 1)

5bk
-

∑
m

j= 1
∑

n j

i= 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0

k = 0, 1,⋯, s (9)
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5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Α = - ∑

m

j= 1
∑

n j

i= 2

1
2<(Α, Σj i)

5<(Α, Σj i)
5Α +

1
Ρ2

0
∑

m

j= 1
∑

n j

i= 2

eΑΣj i (y j i - eΑΣj iy j ( i- 1) ) Σj iy j ( i- 1)

<(Α, Σj i)
+

(y j i - eΑΣj iy j ( i- 1) ) 2

2<2 (Α, Σj i)
5<(Α, Σj i)

5Α = 0 (10)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Ρ0

= - ∑
m

j = 1

n j

Ρ0
-

y 2
j 1

Ρ3
0

- 　　　　　

1
Ρ3

0
∑

n j

i= 2

(y j i - eΑΣj iy j ( i- 1) ) 2

<(Α, Σj i)
= 0 (11)

式中:

5<(Α, Σj i)
5Α = - 2Σj ie

2ΑΣj i (12)

式 (11)进一步简化为:

Ρ2
0 =

1
n∑

m

j= 1
y 2

j1 + ∑
n j

i= 2

(y j i - eΑΣj iy j ( i- 1) ) 2

<(Α, Σj i)

(13)

式中:

n = ∑
m

j= 1
n j (14)

　　a、b和Α、Ρ0 由式 (8)～式 (11)联立求解。非线

性方程组式 (8)～式 (10)需迭代计算,若采用拟牛

顿迭代法、梯度法等传统计算方法,则往往容易发

散或收敛很慢,甚至导致不同的初值,收敛于不同

的结果。所以,建议采用文献[ 6 ]中方法求解。

3　非等间距相关系数A R (2)序列
　　　　　分析方法

3. 1　非等间距相关系数A R (2)模型

　　同理,根据二阶连续系统自回归模型[5 ]和文

献 [ 2 ]可知, 相关系数A R (2)序列 X = (X 1, X 2,

⋯, X n)′的相关系数函数为:

Θ(Σ) =
1

Α2 - Α1
(Α2eΑ1Σ - Α1eΑ2Σ) (15)

式中 Σ为时间间隔。由尤尔- 瓦尔克方程可求得

自回归系数:

Γ1 (Σi) =
Θi1 - Θi2Θ( i- 1) 1

1 - Θ2
( i- 1) 1

(16)

Γ2 (Σi) =
Θi2 - Θi1Θ( i- 1) 1

1 - Θ2
( i- 1) 1

(17)

式中:

　Θik=
1

Α2- Α1
(Α2e

Α1Σik - Α1e
Α2Σik )　　k= 1, 2 (18)

　Θ( i- 1) 1=
1

Α2- Α1
(Α2e

Α1Σ(i- 1) 1- Α1e
Α2Σ(i- 1) 1) (19)

因此,非等间距相关系数A R (2)模型为:

Y i = Γ1 (Σi) Y i- 1 + Γ2 (Σi) Y i- 2 + Ε(Σi) (20)

式中 Σi= (Σi1, Σi2)′, Σi1= ti- ti- 1, Σi2= ti- ti- 2。Ε(Σi)

相互独立且服从N [ 0, Ρ2
0<(Α, Σi) ], 其中 Α= (Α1,

Α2)′, <(Α, Σi)由下式给出:

<(Α, Σi) =
1 - Θ2

i1 - Θ2
i2 - Θ2

( i- 1) 1 + 2Θi1Θi2Θ( i- 1) 1

1 - Θ2
( i- 1) 1

(21)

3. 2　非等间距相关系数A R (2)序列精确极大似然估计

　　由文献[ 2 ]可知, a、b、Α和 Ρ0 的精确对数似然函数为:

lnL (a , b, Α, Ρ0) = ∑
m

j = 1
-

n j

2
ln (2ΠΡ2

0) -
1
2

ln (1 - Θ2
j 21) -

1
2Ρ2

0

y 2
j 1 + y 2

j2 - 2y j1y j2Θj 21

1 - Θ2
j21

-

1
2∑

n j

i= 3
ln<(Α, Σj i) -

1
2∑

n j

i= 3

[y j i - Γ1 (Σj i) y j ( i- 1) - Γ2 (Σj i) y j ( i- 2) ]2

Ρ2
0<(Α, Σj i)

- ∑
n j

i= 1
ln I (b, tj i) (22)

对式 (22)求偏导,得到 a、b、Α和 Ρ0 的精确极大似然方程组:

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5ak

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j= 1

1
1 - Θ2

j21
y j 1

5y j1

5ak
+ y j2

5y j 2

5ak
- Θj21 y j1

5y j2

5ak
+ y j2

5y j1

5ak
+

∑
n j

i= 3

y j i - Γ1 (Σj i) y j ( i- 1) - Γ2 (Σj i) y j ( i- 2)

<(Α, Σj i)
5y j i

5ak
- Γ1 (Σj i)

5y j ( i- 1)

5ak
- Γ2 (Σj i)

5y j ( i- 2)

5ak
= 0

k = 0, 1,⋯, r (23)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5bk

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j= 1

1
1 - Θ2

j21
y j 1

5y j1

5bk
+ y j2

5y j 2

5bk
- Θj21 y j1

5y j2

5bk
+ y j2

5y j1

5bk
+

∑
n j

i= 3

y j i - Γ1 (Σj i) y j ( i- 1) - Γ2 (Σj i) y j ( i- 2)

<(Α, Σj i)
5y j i

5bk
- Γ1 (Σj i)

5y j ( i- 1)

5bk
- Γ2 (Σj i)

5y j ( i- 2)

5bk
-

∑
m

j= 1
∑

n j

i= 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0　　k = 0, 1,⋯, s (24)
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5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Αk

= ∑
m

j= 1

Θj21

1 - Θ2
j 21

5Θj21

5Αk
- ∑

n j

i= 3

1
2<(Α, Σj i)

5<(Α, Σj i)
5Αk

+ 　　　　　　

1
Ρ2

0
∑

m

j= 1

y j1y j 2

1 - Θ2
j21

5Θj21

5Αk
-

Θj21 (y 2
j1 + y 2

j 2 - 2y j 1y j2Θj 21)
(1 - Θ2

j21) 2
5Θj 21

5Αk
+

∑
n j

i= 3

y j i - Γ1 (Σj i) y j ( i- 1) - Γ2 (Σj i) y j ( i- 2)

<(Α, Σj i)
5Γ1 (Σj i)

5Αk
y j ( i- 1) +

5Γ2 (Σj i)
5Αk

y j ( i- 2) +

[y j i - Γ1 (Σj i) y j ( i- 1) - Γ2 (Σj i) y j ( i- 2) ]2

2<2 (Α, Σj i)
5<(Α, Σj i)

5Αk
= 0　　　k = 1, 2 (25)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Ρ0

= 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

- ∑
m

j= 1

n j

Ρ0
-

1
Ρ3

0

y 2
j1 + y 2

j 2 - 2y j 1y j2Θj 21

1 - Θ2
j21

-
1
Ρ3

0
∑

n j

i= 3

[y j i - Γ1 (Σj i) y j ( i- 1) - Γ2 (Σj i) y j ( i- 2) ]2

<(Α, Σj i)
= 0 (26)

上式简化为:

Ρ2
0 =

1
n∑

m

j= 1

y 2
j1 + y 2

j2 - 2y j1y j2Θj21

1 - Θ2
j 21

+ ∑
n j

i= 3

[y j i - Γ1 (Σj i) y j ( i- 1) - Γ2 (Σj i) y j ( i- 2) ]2

<(Α, Σj i)
(27)

式 (25)中:

5Γ1 (Σj i)
5Αk

=
5Γ1 (Σj i)

5Θj i1

5Θj i1

5Αk
+

5Γ1 (Σj i)
5Θj i2

5Θj i2

5Αk
+

5Γ1 (Σj i)
5Θj ( i- 1) 1

5Θj ( i- 1) 1

5Αk
　　　　k = 1, 2 (28)

5Γ2 (Σj i)
5Αk

=
5Γ2 (Σj i)

5Θj i1

5Θj i1

5Αk
+

5Γ2 (Σj i)
5Θj i2

5Θj i2

5Αk
+

5Γ2 (Σj i)
5Θj ( i- 1) 1

5Θj ( i- 1) 1

5Αk
　　　　k = 1, 2 (29)

5<(Α, Σj i)
5Αk

=
5<(Α, Σj i)

5Θj i1

5Θj i1

5Αk
+

5<(Α, Σj i)
5Θj i2

5Θj i2

5Αk
+

5<(Α, Σj i)
5Θj ( i- 1) 1

5Θj ( i- 1) 1

5Αk
　　k = 1, 2　 (30)

其中:

5<(Α, Σj i)
5Θj i1

=
2 (Θj i1 - Θj i2Θj ( i- 1) 1)

Θ2
j ( i- 1) 1 - 1

　　　 (31)

5<(Α, Σj i)
5Θj i2

=
2 (Θj i2 - Θj i1Θj ( i- 1) 1)

Θ2
j ( i- 1) 1 - 1

　　　 (32)

5<(Α, Σj i)
5Θj ( i- 1) 1

= 　　　　　　　　　　　

2 (Θj i2 - Θj i1Θj ( i- 1) 1) (Θj i1 - Θj i2Θj ( i- 1) 1)
(Θ2

j ( i- 1) 1 - 1) 2 (33)

5Θj ik

5Α1
=

Α2 [eΑ1Σj ik - eΑ2Σj ik - Σj ike
Α1Σj ik (Α1 - Α2) ]

(Α1 - Α2) 2

k = 1, 2 (34)

5Θj ik

5Α2
=

Α1 [eΑ2Σj ik - eΑ1Σj ik + Σj ike
Α2Σj ik (Α1 - Α2) ]

(Α1 - Α2) 2

k = 1, 2 (35)

5Γ1 (Σj i)
5Θj i1

=
1

1 - Θ2
j ( i- 1) 1
　　　　　　　 (36)

5Γ1 (Σj i)
5Θj i2

=
Θj ( i- 1) 1

Θ2
j ( i- 1) 1 - 1

　　　　　　　 (37)

5Γ1 (Σj i)
5Θj ( i- 1) 1

=
2Θj i1Θj ( i- 1) 1 - Θj i2 (1 + Θ2

j ( i- 1) 1)
(Θ2

j ( i- 1) 1 - 1) 2

(38)

5Γ2 (Σj i)
5Θj i1

=
Θj ( i- 1) 1

Θ2
j ( i- 1) 1 - 1

　　　　　　　 (39)

5Γ2 (Σj i)
5Θj i2

=
1

1 - Θ2
j ( i- 1) 1
　　　　　　　 (40)

5Γ2 (Σj i)
5Θj ( i- 1) 1

=
2Θj i2Θj ( i- 1) 1 - Θj i1 (1 + Θ2

j ( i- 1) 1)
(Θ2

j ( i- 1) 1 - 1) 2

(41)

4　非等间距相关系数A R (p )序列
　　　　　分析方法

4. 1　非等间距相关系数A R (p )模型

　　一般的,非等间距相关系数A R (p )模型具有

如下形式:

Y ( ti) = ∑
p

k= 1
Γk (Σi) Y ( ti- k) + Ε(Σi) (42)

式中 Σi = (Σi1, Σi2, ⋯, Σip )′, Σik = ti - ti- k (k = 1, 2,

⋯, p )。Ε(Σi)相互独立且服从N [ 0, Ρ2
0<(Α, Σi) ],其

中 Α= (Α1, Α2,⋯, Αp )′, <(Α, Σi)由下式给出:

　　　　　　　　　<(Α, Σi) =

　　1- 2∑
p

l= 1
Γl (Σi) Θil+∑

p

l, s= 1
Γl (Σi) Γs (Σi) Θi′û l- sû (43)

式中 i′= i- m in ( l, s)。自回归系数 Γ= {Γ1 (Σi) , Γ2

(Σi) ,⋯, Γp (Σi) }′可由尤尔- 瓦尔克方程求得:
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Γ = V i
- 1Θi (44)

式中:

V i =

1 Θ( i- 1) 1 Θ( i- 1) 2 ⋯ Θ( i- 1) (p - 1)

Θ( i- 1) 1 1 Θ( i- 2) 1 ⋯ Θ( i- 2) (p - 2)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

Θ( i- 1) (p - 1) Θ( i- 2) (p - 2) ⋯ ⋯ 1

　

(45)

向量 Θi= (Θi1, Θi2,⋯, Θip )′。相关系数函数Θuw由下

式给出[2, 5 ]:

Θuw =
∑

p

i= 1
Βie

ΑiΣuw

∑
p

i= 1
Βi

(46)

其中:

Βi = Κi∑
p

j= 1

Κj

Αi + Αj
(47)

Κi =
1

∏
p

j = 1

j≠i

(Αi - Αj )
(48)

4. 2　非等间距相关系数A R (p )序列精确极大似然估计

　　由文献[ 2 ]可知, a、b、Α和 Ρ0 的精确对数似然函数为:

lnL (a , b, Α, Ρ0) = ∑
m

j = 1

-
n j

2
ln (2ΠΡ2

0) +
1
2

lnûV - 1
j (p + 1) û -

1
2Ρ2

0
y′jpV

- 1
j (p + 1) y jp -

1
2 ∑

n j

i= p + 1
ln<(Α, Σj i) -

1
2 ∑

n j

i= p + 1

[y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

Ρ2
0<(Α, Σj i)

- ∑
n j

i= 1
ln I (b, tj i)

(49)

式中 y jp = (y j1, y j2,⋯, y jp )′; V j (p + 1)为 y jp的相关系数矩阵,可由式 (45)求得。对式 (49)求偏导,得到 a、b、

Α和 Ρ0 的精确极大似然方程组:

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5ak

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j = 1
y′jpV - 1

j (p + 1)
5y jp

5ak
+ ∑

n j

i= p + 1

y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k)

<(Α, Σj i)
5y j i

5ak
- ∑

p

k= 1

Γk (Σj i)
5y j ( i- k)

5ak

= 0

　　k = 0, 1,⋯, r (50)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5bk

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j= 1
y′jpV - 1

j (p + 1)
5y jp

5bk
+ ∑

n j

i= p + 1

y j i - ∑
p

k= 1

Γk (Σj i) y j ( i- k)

<(Α, Σj i)
5y j i

5bk
- ∑

p

k= 1
Γk (Σj i)

5y j ( i- k)

5bk

-

∑
m

j= 1
∑

n j

i= 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0　　k = 0, 1,⋯, s (51)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Αk

= ∑
m

j= 1

1
2ûV - 1

j (p + 1) û
5ûV - 1

j (p + 1) û
5Αk

- ∑
n j

i= p + 1

1
2<(Α, Σj i)

5<(Α, Σj i)
5Αk

- 　　　　　　　　　　

1
Ρ2

0
∑

m

j = 1

1
2

y′jp
5V - 1

j (p + 1)

5Αk
y jp - ∑

n j

i= p + 1

y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k)

<(Α, Σj i) ∑
p

k= 1

5Γk (Σj i)
5Αk

y j ( i- k) +

[y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

2<2 (Α, Σj i)
5<(Α, Σj i)

5Αk

= 0 　k = 1, 2,⋯, p　　 (52)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Ρ0

= - ∑
m

j= 1

n j

Ρ0
-

1
Ρ3

0
y′jpV - 1

j (p + 1) y jp -
1
Ρ3

0
∑

n j

i= p + 1

[y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

<(Α, Σj i)
= 0　　　

(53)

上式可简化为:

Ρ2
0 =

1
n∑

m

j = 1 y′jpV - 1
j (p + 1) y jp + ∑

n j

i= p + 1

[y j i - ∑
p

k= 1

Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

<(Α, Σj i)
　　　 (54)

式 (52)中:

5V - 1
j (p + 1)

5Αk
= - V - 1

j (p + 1)
5V j (p + 1)

5Αk
V - 1

j (p + 1) (55)
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5ûV - 1
j (p + 1) û
5Αk

= -
1

ûV j (p + 1) û 2∑
p

u,w = 1
V juw

5v juw

5Αk
(56)

式中 v juw为矩阵V j (p + 1)中第 u 行、第w 列元素,V juw为元素 v juw的代数余子式。

4. 3　非等间距相关系数A R (p )序列条件极大似然估计

　　根据精确似然函数进行估计,往往较为复杂。当样本较大时,采用条件似然函数既简单又能很好的

满足实际要求。下面将给出非等间距相关系数A R (p )序列条件极大似然估计。根据文献[ 2 ]可知,在每

个样本序列的前 p 个观测值已知的条件下 a、b、Α和 Ρ0 的条件对数似然函数为:

lnL (a , b, Α, Ρ0) = 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∑
m

j= 1 -
n j - p

2
ln (2ΠΡ2

0) -
1
2 ∑

n j

i= p + 1
ln<(Α, Σj i) -

1
2 ∑

n j

i= p + 1

[y j i - ∑
p

k= 1

Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

Ρ2
0<(Α, Σj i)

- ∑
n j

i= p + 1
ln I (b, tj i)

(57)

对式 (57)求偏导,得到 a、b、Α和 Ρ0 的条件极大似然方程组:

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5ak

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j= 1 ∑
n j

i= p + 1

y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k)

<(Α, Σj i)
5y j i

5ak
- ∑

p

k= 1

Γk (Σj i)
5y j ( i- k)

5ak

= 0

k = 0, 1,⋯, r (58)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5bk

= -
1
Ρ2

0
∑

m

j = 1 ∑
n j

i= p + 1

y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k)

<(Α, Σj i)
5y j i

5bk
- ∑

p

k= 1
Γk (Σj i)

5y j ( i- k)

5bk

-

∑
m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0　　k = 0, 1,⋯, s (59)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Αk

= - ∑
m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

1
2<(Α, Σj i)

5<(Α, Σj i)
5Αk

+ 　　　　　　　　　　　　　　

1
Ρ2

0
∑

m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k)

<(Α, Σj i) ∑
p

k= 1

5Γk (Σj i)
5Αk

y j ( i- k) +
[y j i - ∑

p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

2<2 (Α, Σj i)
5<(Α, Σj i)

5Αk

= 0

k = 1, 2,⋯, p (60)

5lnL (a , b, Α, Ρ0)
5Ρ0

= - ∑
m

j= 1

n j - p
Ρ0

-
1
Ρ3

0
∑

n j

i= p + 1

[y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

<(Α, Σj i)
= 0　　　　　 (61)

上式可简化为:

Ρ2
0 =

1
n - pm∑

m

j = 1
∑

n j

i= p + 1

[y j i - ∑
p

k= 1
Γk (Σj i) y j ( i- k) ]2

<(Α, Σj i)
(62)

式 (52)、(60)中:

5<(Α, Σj i)
5Αk

= - 2∑
p

l= 1

5Γl (Σj i)
5Αk

Θj il + Γl (Σj i)
5Θj il

5Αk
+ 　　　　　

∑
p

l, s= 1

5Γl (Σj i)
5Αk

Γs (Σj i) Θj i′û l- sû + Γl (Σj i)
5Γs (Σj i)

5Αk
Θj i′û l- sû + Γl (Σj i) Γs (Σj i)

5Θj i′û l- sû

5Αk
(63)

5Γ
5Αk

= V i
- 1 (

5Θi

5Αk
-

5V i

5Αk
V i

- 1Θi) (64)

对于矩阵V i及向量 Θi中元素 Θuw求偏导得:

5Θuw

5Αk
=
∑

p

i= 1

5Βi

5Αk
eΑiΣuw + ΒkΣuw eΑkΣuw ∑

p

i= 1
Βi - ∑

p

i= 1
Βie

ΑiΣuw∑
p

i= 1

5Βi

5Αk

∑
p

i= 1
Βi

2
(65)
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5Βi

5Αk
=

5Κi

5Αk
∑

p

j= 1

Κj

Αi + Αj
+ Κi∑

p

j = 1

5Κj

5Αk
(Αi + Αj ) - Κj (∆ik + ∆jk)

(Αi + Αj ) 2 (66)

上式中 ∆ik和 ∆jk为 K ronecker函数。即当 i= k 时, ∆ik= 1;当 i≠k 时, ∆ik= 0。∆jk与之同理。

5Κi

5Αk
=

- ∑
p

l= 1

l≠i

Κi

Αi - Αl
　　　i = k

Κi

Αi - Αk
　　　　　 i≠ k

(67)

5　结　论

　　 (1)提出非等间距相关系数平稳序列的概念,

建立了非等间距相关系数平稳序列自回归模型。

传统的时间序列分析方法只适用于等间距采样数

据,目前工程上通常采用插值等近似处理方法处

理非等间距的时间序列,这往往导致较大误差。本

文方法则能够高精度地确定非等间距序列的均值

函数、方差函数和相关系数函数。

(2)详细讨论了在工程中有广泛应用的一阶

和二阶非等间距相关系数平稳序列自回归模型,

分别建立了其精确极大似然方程。它可以在时域

进行全程分析,具有信息量大的优点。

(3)建立了非等间距相关系数A R (p )序列的

精确极大似然估计和条件极大似然估计,前者在

样本较小时仍可满足高精度的要求; 后者则在样

本较大时具有相当高的精度,且简单便于工程应

用。

(4)对于滑动平均模型和自回归滑动平均模

型,在满足可逆性条件时,可先将其转化为自回归

模型,然后采用本文方法进行处理。

(5)采用文献[ 2 ]中方法可以对非等间距相关

系数平稳序列进行频谱分析。

(6)在性能测试中,本文方法只需测定一个样

本函数就能够对产品性能的均值和方差进行估

计,与传统的需要测定一组样本函数的成组试验

法相比,在精度相同的情况下可以节省大量试验

费用和时间。
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