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油叶型轴承—不平衡转子系统的
非线性动力学分析

沈光琰, 肖忠会, 郑铁生, 张　文
(复旦大学 力学与工程科学系,上海 200433)

摘要: 基于变分法提出了一个求解雷诺边界条件下有限长轴承油膜力的快速算法,用此算法对一个三油叶不

平衡轴承—转子系统的非线性动力学行为进行了一系列的分析。数值模拟的结果显示了转子由稳定的同步

涡动分岔为半频油膜涡动继而变为油膜振荡的失稳过程,还分析了轴承形状、轴承间隙、转子的质量大小、质

量偏心位置等参数对转子运动的影响,提出了如何通过调节这些参数来提高转子系统稳定性的方法。
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Non l inear D ynam ic Behav iors of an Imba lance Rotor

on M ulti-L obe Bear ings
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(D epartm en t of M echan ics and Engineering Science,

Fudan U niversity Shanghai 200433, Ch ina)

Abstract: Based on the free boundary theory and the variational m ethod, a fast and accurate

model fo r the calculation of the fluid2film fo rces under the R eno lds boundary condition is p resen t2
ed. T he model has been app lied to the non linear dynam ic behavio r analysis of an im balanced rigid

ro to r w ith two th ree2lobe bearing supports. N um erical sim ulation show s that the im balanced ro to r

undergoes a bifurcation from synch ronousmotion to double period motion and at last lo ses its sta2
bility as chao tic motion. T h is paper also studied the influences of the ro to r m ass and the m ass ec2
cen tricity. It is found that the th resho ld speed at w h ich the ro to r w ill lo se stability decreasesw ith

the increase of ro to r m ass. T he eccen tricity influences the motion of the ro to r seriously. T he ro to r

th resho ld speed increases rap idly w ith the increase of m ass eccen tricity. Study of the ellip tical

bearing show s that the th resho ld speed of ro to r supported by th ree2lobe bearings is h igher than

that of the ellip tical bearings.
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　　传统的轴承—转子系统的动力学分析都是借

助于线性化的描述,基于小扰动的假设将非线性

系统简化为一个用八个刚度,阻尼系数表征的线

性模型[1 ]。然而在很多情况下,转子不再仅仅局限

在平衡位置的附近做小扰动,此时的轴承- 转子

系统的动力学行为会表现出很强的非线性,只有

借助于分析原始的非线性动力方程,才能更彻底

更清晰地了解系统的运动特性。对转子动力学行

为进行非线性分析的一个主要障碍就是如何快速

而准确的计算瞬态油膜力,最精确但同时也是最

耗时的方法是以有限元法[2 ]和有限差分法[3 ]为代

表的数值方法。这些方法虽然能够比较准确的求

出油膜力,但其计算量十分巨大,难以实际运用于

非线性分析中。因此在进行非线性分析时,常用短

轴承理论[4 ]或长轴承理论[5 ]来简化油膜力的计

算。根据文献[ 6 ]只有当轴承的长径比小于 012时

才能采用短轴承假设,当长径比大于 215 时才能

用长轴承假设,并且在实际情况下,轴承一般由几

块轴瓦 (油叶)构成,边界条件的复杂性使得难以

运用短轴承或长轴承理论求出解析结果。根据精

确和快速的原则,基于变分法提出了一个雷诺边

界条件下油叶轴承油膜力的快速算法,作为应用

对油叶型轴承—转子系统的非线性动力学行为进

行了一系列分析,展示了不平衡转子系统的失稳

过程,并研究了轴承形状、轴承间隙、转子的质量

大小、质量偏心位置等参数对转子稳定性的影响。

1　油膜力的计算

　　如图 1所示, ob- uvz 为局部笛卡儿坐标系,

O b- x y z 为原点在轴承中心的固定坐标系, 8 为
单片油叶在柱坐标中的展开。8 = [ 0, Χ]×[ - Κ,

Κ], Χ为油叶的包角, Κ= L öD 为长径比, 8 = 8 + ∪

8 0, 8 + 为正压区, 8 0 为零压区, # 为两者的边界
(待定边界)。计算油膜力首先要计算出单片油叶

上的压力分布函数 p ,根据变分原理,求解雷诺边

界条件下的压力分布 p 等价于求解如下的泛函

极值问题[7 ]:

图 1　局部坐标系中单片油叶及其展开

F ig. 1　C ross section of journal and one pad of

bearing in the local reference fram e

求: p 满足

J (p ) = m in
q∈K

J (q) (1)

其中:

J (q) =
1
2 κ8

h3 5 q
5 Η

2

+
5 q
5 Φ

2

dΗdΦ- κ8
f õ qdΗdΦ (2)

h = 1 - ucos Η- v sin Η

f = (- u + 2vα) sin Η+ (v + 2uα) cos Η
(3)

K = {q∈ c1 (8 ) ûq≥ 0 in 8 , and q = 0 on 58 } (4)

u, v , uα及 vα分别为局部坐标系下的轴颈中心的无
量纲位移和速度 (量纲比为C 和 CΞ, C 为间隙, Ξ
为轴颈自转角速度) , h 是油膜厚度, f 是载荷函

数。K 为 Sobo lev空间上的一个非负函数闭凸子

集。注意到自由边界 # 近乎为直线,其附近的压

强也非常接近于零,所以设压力分布的实验函数

可以分离变量为:

q (Η, Φ) = g (Φ) r (Η) (5)

代入 (1)得:

J (q) =
1
2

(c1d 1 + c2d 2) - c3d 3 (6)

其中:

c1 =∫
Κ

- Κ
g 2 (Φ) dΦ

c2 =∫
Κ

- Κ
g′2 (Φ) dΦ

c3 =∫
Κ

- Κ
g (Φ) dΦ

(7)
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d 1 =∫
Χ

0
h3 (Η) r′2 (Η) dΗ

d 2 =∫
Χ

0
h3 (Η) r2 (Η) dΗ

d 3 =∫
Χ

0
h3 (Η) r (Η) dΗ

(8)

　　由于 d 1, d 2, d 3 仅由函数 r (Η)决定,所以如果

当我们假定 r (Η)已知,就可以将 d 1, d 2, d 3 当做已

知常数。此时求解极值问题变为求解如下的 Eu2
ler2L agrange方程:

d 2g″(Φ) - d 1g (Φ) = - d 3

g (- Κ) = g (Κ) = 0
(9)

　　方程 (9)的解是:

g (Φ) = b[cosh (kΚ) - cosh (kΦ) ] (10)

其中:

k =
d 1

d 2
(11)

不失一般性,令 br (Η)为 r (Η) ,于是:

g (Φ) = cosh (kΚ) - cosh (kΦ) (12)

代入 (7)求得:

c1 = 2Κ+ Κcosh (2kΚ) -
3
2k

sinh (2kΚ)

c2 =
k
2

[ sinh (2kΚ) - 2kΚ]

c3 =
2
k

[kΚcosh (kΚ) - sinh (kΚ) ]

(13)

　　首先给出 k 的一个初值, 计算出 c1, c2, c3 的

值,就把二维的极值问题转换成一维问题:

求解函数 r (Η)满足:

r (Η) ∈ {c1 [ 0, Χ]û r (Η) ≥ 0 in (0, Χ) ,

and r (0) = r (Χ) = 0} (14)

使得下式取得极小值:

J (r) =
1
2∫

Χ

0
h3 (Η) [c1 r′2 (Η) + c2 r2 (Η) ]dΗ-

c3∫
Χ

0
f (Η) r (Η) dΗ (15)

　　当求得 r (Η)后,再利用方程 (11)来迭代修正

k。

下面我们来求 r (Η) : 首先引入油膜的破裂边

界 0< ∆< Χ将 Η归一化,得到新的自变量 Γ: 0≤Γ

=
Η
∆≤1 然后我们用L agrange 多项式来表示 r

(Η) :

r (Η) =

r (Γ) = w (Γ) õ lT (Γ) a

　当 0≤ Γ≤ 1

0

其它

(16)

a = {a i}T
i= 1, n

l (Γ) = { li (Γ) }T
i= 1, n

li (Γ) = 7
n

j= 1,≠i

Γ- Γj

Γi - Γj

(17)

式中: Γi= ( i- 1) ö(n- 1) , ( i= 1,⋯, n)是插值函

数的基点, l i (Γ) , ( i= 1,⋯, n)是L agrange多项式

的基函数。我们根据短轴承油膜力表达式以及雷

诺边界条件的要求,取权函数w (Γ)为:

w (Γ) = h - 2 (∆Γ) sin (ΠΓ) (18)

图 2　单片瓦油膜力幅值与相位与充零算法比较

F ig. 2　Comparison of the fluid2film force betw een

two m ethods

　　这样使得即使插值函数只取很少的几个基

点,也能得到相当高的精度。在本文算例中,只取

了三个基点 (n= 3) ,其精度已接近于有限元方法

(图 2)。因为w (Γ)≥0并且 r (Γj ) = a jw (Γj ) ,所以

当 a≥0时,就表示解是非负的,而且当 an= 0时,

r (∆) = r
′(∆) = 0满足雷诺边界条件的要求。把表

达式 (16)代入 (8)得到:
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d 1 = aT K1a　,　d 2 = aT K2a　,　d 3 = aT [ (v + 2uα) b1 + (- u + 2vα) b2 ] (19)

K1 =
1
∆∫

1

0
h3 [w′(Γ) l (Γ) + w (Γ) l (Γ) ] [w′(Γ) l (Γ) + w (Γ) l′(Γ) ]T dΓ

K2 = ∆∫
1

0
h3w 2 (Γ) l (Γ) lT (Γ) dΓ

(20)

且式 (15)变为:

J (r) =
1
2

aT Ka - aT b (21)

K = c1K1 + c2K2　,　b = c3 [ (v + 2uα) b1 + (- u + 2vα) b2 ] (22)

b1 = ∆∫
1

0
cos

Γ
∆ w (Γ) l (Γ) dΓ　,　b2 = ∆∫

1

0
sin

Γ
∆ w (Γ) l (Γ) dΓ (23)

显然式 (21)要取得最小值,需要满足下式:

a = K- 1b (24)

　　先设初值 ∆= Χ,如果 (24)的解满足 a≥0,那

就表示没有出现油膜破裂, 可以直接得到 r (Η)。

如果 an< 0,表示出现了油膜破裂,需要减少 ∆的
值,重新计算 a 直到 an= 0。求得压力分布后在单

片油叶上积分得到局部坐标系下的单片油叶油膜

力 (25) ,转换到整体坐标系后累加所有油叶,就得

到轴承的油膜力 f x , f y (26) ,其中 k 表示第 k 块轴

瓦, Tk 为第 k 块油瓦的局部坐标系与整体坐标系

间的转换矩阵。

f u

f v

= -∫
Κ

- Κ
g (Φ) dΦ∫

Χ

0
r (Η)

cos Η
sin Η

dΗ

= - c3

bT
1 a

bT
2 a

(25)

f x

f y

= 6
k

Tk

f
(k)
u

f
(k)
v

(26)

2　动力学方程

　　考虑对称刚性 Jeffco tt 转子—轴承系统, 转

子的质量为 2,则轴心的运动方程为:

xβ=
ϑ
Ρ f x (x , y , xα, yα) + Θco s Σ

yβ=
ϑ
Ρ f y (x , y , xα, yα) + Θ sin Σ-

1
Ρ2

(27)

其中: 无量纲转速 Ρ= Ξ eög ,无量纲偏心率 Θ=

eöC ,参数 ϑ= 6ΛR
4öm C

3· eög , Σ= Ξt, e为质量

偏心, Λ为润滑油的粘性系数, R 为轴颈半径。x ,

y , xα, yα为轴颈的无量纲位移和速度。

3　算例及分析

　　算例中所用三油叶轴承轴瓦的包角为 3×

100°, 椭圆轴承为 2×150°, 其他参数为: R = 011

m , Λ= 0102 Pa·s, CöR = 01003, Κ= 110, 并取轴

承预负荷为 011。本文使用了 4阶龙格- 库塔积

分法来求轴颈的瞬态响应以及绘制轨迹图,分岔

图, Po incare截面等

3. 1　油膜力结果与有限元法比较

　　作为比较,我们同时用有限元充零算法和本

提出的方法计算了局部坐标系下椭圆轴承单片

瓦 (包角 100°)的油膜力,图 2显示了当 u= Εcos Σ,

v = Εsin Σ时的油膜力的幅值和相位变化情况,其

中 Ε= 018, Εα= 0,可以看出即使在大扰动 (Ε= 018)

图 3　分岔图和最大L yapunov指数图

(Θ= 013, ϑ= 6173)

F ig. 3　B ifurcation diagram and the figure of m ax

L yapunov exponen t
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图 4　不同转速下的相图和 Poincaré截面图 (Θ= 013, ϑ= 6173)

F ig. 4　O rbit and the P ro jected PoincaréM ap

的情况下,两种方法的计算结果也非常接近,因此

用本文提出的方法对转子进行动力学行为分析的

精度是有保证的。

3. 2　分　岔

　　图 3是在m = 200, Θ= 013, ϑ= 6173, 情况下

绘制的三油叶轴承- 转子系统的水平方向位移对

转速的分岔图和最大L yapunov指数值图[8 ] ,图 4

为转子在不同转速下的轨迹图和 T 周期 Poincaré

映射图。Ρ< 5时,轴心的运动是周期 T 的同步涡

动, Po incaré映射图上只有一个孤立点,最大L ya2
punov的指数值小于零; 在 Ρ= 5这点发生了倍周

期分岔,最大L yapunov指数有一个从负值向零发

展再返回的过程,轴心的运动频率变为转动频率

的 1ö2, 也就是通常说的半频油膜涡动, Po incaré

映射图上有两个映射点,半频涡动一直持续到 Ρ
= 28; 随着转速的进一步提高,在 Ρ= 28 后,出现

了更为复杂的混沌运动, 即油膜振荡, 此时最大

L yapunov指数值大于零,轨迹线是充满了一定的

区域的复杂曲线, Po incaré映射图具有分形结构;

随着转速的进一步增加,转子的不平衡力也进一

步增加,当不平衡力大于油膜力后,转子的运动就

主要受不平衡力影响,所以在 Ρ= 72时,轴心的运

动又重新回到同步涡动,直到轴颈碰撞到轴瓦,出

现绝对失稳。

3. 3　失稳转速

　　轴心在一定转速下的运动是同步涡动,当转

速超过失稳转速 Ρs 后, 同步涡动就会分岔失稳,

出现油膜涡动或油膜振荡等现象。图 5 (a)为三油

叶轴承和椭圆轴承—转子系统失稳转速 Ρs 与参

数 ϑ的关系图。可以看出,失稳转速 Ρs与参数 ϑ近
乎成正比关系,且同类参数条件下的椭圆轴承的

稳定性要差于三油叶轴承。由于参数 ϑ与转子质
量m 以及间隙的立方成反比关系,这说明质量或

间隙越大, 失稳转速越低, 不利于转子的稳定运

行。

图 5　不同参数条件下的失稳转速

F ig. 5　Th resho ld speed w ith various param eter
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质量偏心对转子的动力行为也有很大的影

响。图 5 (b)为 ϑ= 50时,三油叶轴承失稳转速 Ρs

与偏心率Θ的关系图。从该图可以看出,随着偏心

率 Θ的增大失稳转速 Ρs 也迅速增大; 当 Θ≥0145

后转子的运动就始终保持为同步涡动了。这是因

为小的质量偏心对应于小的不平衡力,在一定转

速范围内更容易表现出油膜涡动或油膜振荡,导

致转子表现出倍周期、准周期、甚至混沌运动。而

当质量偏心较大时,不平衡力占优,转子的运动就

更易保持为同步涡动,但应指出,此时的同步涡动

幅值也很大,往往不能为工程应用所接受。

4　结　论

　　 (1) 计算油叶型非线性油膜力的变分方法,

算法简单计算量小,却有接近于有限元方法的精

度。

(2) 转子的失稳转速随着转子质量以及轴承

间隙的增大而降低,对于给定的转子—轴承系统

增大轴承间隙会使分岔提前,不利于转子的稳定

运行。同样参数条件下的椭圆轴承—转子系统的

失稳转速低于三油叶轴承系统,椭圆轴承的稳定

性不如三油叶轴承。

( 3) 中小质量偏心的不平衡转子系统,失稳

前为稳定的同步涡动,失稳后随着转速的增加出

现了倍周期运动、准周期运动以及混沌运动等复

杂的运动情况。较大质量偏心的不平衡转子由于

不平衡力占优,主要受不平衡力的影响,运动情况

比较简单,始终是同步涡动。
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