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摘要: 通过有限元解析方法分别研究了轴向或扭转载荷下带环状裂纹圆棒试样的 J 积分的评价方法。首先

模拟计算得到了一系列带有不同深度环状裂纹的中碳钢圆棒试样的载荷- 位移关系,然后分别利用单试样

的简单评价法和多试样的能量评价法计算 J 积分值。结果发现, 当圆棒试样的裂纹深度足够深或位移足够小

时, 两种评价方法计算的 J 积分值相当一致。
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Abstract: Finite element method w as used to analyze the J integral evaluat ion method for a

cylindrical specimen w ith deep circumferential crack under axial or torsional load. F irst , the rela-

tionship betw een ax ial or torsional load and ax ial or angular displacement of cylindrical specimens

w ith different circumferential crack depth was determined. T hen, tw o methods w ere used to cal-

culate the J integral. One is the simple method that calculates the J integral by a single specimen's

load- displacement relat ionship; the other is the energ y method. T he J integral obtained by the

simple method agrees w ell w ith that determined by the energy method using mult iple medium

carbon steel specimens w ith a circum ferent ial crack, as far as the crack depth is deep enough or

the axial or angular displacement is small.
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　　用 J 积分作为表征弹塑性疲劳裂纹扩展行

为的参数已得到很好的应用 [ 1～6] , 单试样的简单

评价法是应用 J 积分表征疲劳裂纹扩展行为的

基础。作者在文献[ 7]中试验研究了扭转载荷下,

带环状裂纹圆棒试样的 J 积分的简单评价法, 并

和 J 积分的能量评价法进行了比较, 但试验中所

用试样的环状裂纹为放电加工出的宽 0. 25 mm

的不同深度的环状同心圆缺口。

本文基于实际的弹塑性变形, 通过有限元法

( FEM )的模拟计算,分别对轴向载荷和扭转载荷

下带环状裂纹圆棒试样的 J 积分的简单评价法

进行了研究, 并和 J 积分的能量评价法相比较,

检讨了其有效性和适用范围。本研究也为复杂形

状试样或结构件的 J 积分评价提供了依据。

1　J 积分的评价方法

1. 1　J 积分的能量评价法

　　J 积分与裂纹扩展过程中系统位能的释放率

相等,即可由下式定义 [ 8] :

J = -
� �
� A ( 1)

式中: � 是系统的位能, A 为裂纹面面积。裂纹在

位移u 一定的条件下扩展时, J 积分表达为:

J = -
� �
� A = -

� U
� A

= -
1
2�b

� U
� a u

( 2)

式中: U 是应变能, a为裂纹长度, b 为圆棒试样有

环状裂纹处的净截面半径。J 积分的能量评价法

就是在位移一定的条件下, 计算不同的 a对应的

U 值, 然后将从 U-a曲线计算出的 � U / � a值代

入式( 2) ,即可得到相应的 J 积分值。

1. 2　轴向载荷下 JⅠ积分的简单评价法

　　如果轴向载荷为 P ,载荷点位移 u, JⅠ积分可

根据裂纹扩展时的能量变化量求得:

JⅠ =
1
2�b∫

P

0

� u
� a P

dP =

-
1
2�b∫

P

0

� u
� b P

dP ( 3)

　　试样在轴向载荷下产生弹塑性变形时, u 可

分解为弹性成分 ue 和塑性成分 up 之和:

u = ue + up

此时, JⅠ积分可相应地分解为弹性部分 J Ⅰe和塑

性部分 JⅠp之和:

JⅠ = JⅠe + J Ⅰp

其中 J Ⅰe可用Ⅰ型应力强度因子 KⅠ表达为:

JⅠe = ( 1 -  2 ) K 2
Ⅰ / E

其中, E 为剪切弹性模量,  为泊松比, K Ⅰ的计算

参见文献[ 9]。

当裂纹足够深时, 塑性变形只在圆棒试样的

有环状裂纹部分的净截面处发生, up 可定义

为 [ 10] :

up = bf ( P/ b2) ( 4)

　　将式( 4)微分后代入式( 3)可求出 JⅠp :

JⅠp =
1

2�b2 3∫
u

0
Pdu - pu -

1
2

Pu e ( 5)

从而可得轴向载荷下圆棒试样的 JⅠ积分:

JⅠ = 1 -  2

E
K

2
Ⅰ + 1

2�b2 �

3∫
u

0
Pdu - pu -

1
2

Pue ( 6)

即用一根试样的 P-u关系曲线便可评价 J Ⅰ积分。

1. 3　扭转载荷下 JⅢ积分的简单评价法

　　J Ⅲ积分的简单评价法详见文献[ 7]。裂纹在

扭矩为 T ,扭转角为 !的条件下扩展时,Ⅲ型 J Ⅲ

积分可相应地表达为:

JⅢ =
1
2�b∫

T

0

� !
� a T

dT =

-
1
2�b∫

T

0

� !
� b T

dT ( 7)

　　当圆棒试样的环状同心圆裂纹足够深时, 塑

性变形只在圆棒的有环状裂纹部分的净截面处发

生,扭转角 !的塑性成分 !p 可定义为[ 10] :

!p = f ( T / b
3 ) ( 8)

则同轴向载荷下的推导相似,可得 JⅢ积分:

J Ⅲ =
K

2
Ⅲ

2G
+

3
2�b2∫

T

0
T d!- 1

2
T!e ( 9)

式中: !e 为 !的弹性成分, G 为剪切弹性模量, Ⅲ

型应力强度因子 K Ⅲ的计算参见文献[ 9]。

2　材料与方法

　　材料为完全退火中碳钢( JIS S45C)。热处理

( 850℃, 1 h 保温,炉冷)后的材料成分、组织和基

本性能等参见文献[ 11]。试样是直径 16 mm、长

250 mm 圆棒, 在试样中央部位带有 U 型环状同

心圆裂纹。裂纹深度从 1. 5 mm 到 5. 5 mm,间隔

0. 5 mm ,共有 9种不同深度的裂纹。材料的本构

关系为:

∀ = k(m + #p ) n
( 10)

式中常数根据材料的拉伸试验结果求得, k=

923. 2 MPa, a= 0. 003 597, n= 0. 186 6。

使用的通用有限元软件为 MARC。有限元计

算中, 无论是轴向加载还是扭转加载均采用位移
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控制。计算的轴向位移为裂纹两侧12. 5 mm 标距

内的值, 而扭转角为裂纹两侧 25 mm 标距内的

值。因为试样的轴对称性,取试样纵向截面的四分

图 1　单元划分示意图( a= 3 mm)

F ig . 1　Schematic diagr am of mesh dividing

之一作为研究对象,采用 8 节点四边形轴对称单

元。图 1为裂纹长度 a= 3 mm 时的单元划分。

3　结果与分析

3. 1　轴向载荷下 JⅠ积分的评价

　　带环状裂纹圆棒试样在轴向载荷作用下时,

通过 FEM 可计算出轴向载荷 P 与位移 u的关

系。对于不同的裂纹深度 a, P-u关系曲线示于图

2。对于同一 u, a越长变形所需载荷越小。对于各

个不同的a, 分别求出 u为 0. 02, 0. 04, 0. 06, 0. 08

和 0. 10 mm 时对应的应变能 U。当P 一定时。每

一 u 所对应的 U-a关系示于图 3,各不同 u 所对

应的U-a关系均可用下式近似表达:

log U = c0 + c 1a + c2a
2 ( 11)

式中, c0 , c1和 c2为对应于某一 u的常数。图 3中

实线为对应不同 u 的 U-a 近似曲线, 其与根据

FEM 数据计算出的应变能非常一致。

图 2　轴向载荷与位移关系

F ig . 2　The relationship between axial load and

displacement

将式( 11)的近似曲线方程微分后代入式( 3) ,

可求得不同 a对应的 J Ⅰ积分值( J 积分的能量评

价法) ,在图 4中用实线表示。对于同一u, JⅠ积分

值随 a的增加而增加。另外, 根据用FEM 方法计

算出的某一裂纹深度试样的 P- u 数据, 可由式

( 6)计算出其在不同 u时的 JⅠ积分值( J 积分的

简单评价法) ,用不同的符号表示于图 4中。当 u

图 3　轴向载荷下应变能和裂纹长度的关系

F ig . 3　T he relationship bet ween Str ain energ y and

crack length under tension

图 4　JⅠ积分同裂纹长度的关系

Fig . 4　The relationship between JⅠ integr al and

crack leng th

为 0. 02 mm 和 0. 04 mm 时, 两种评价方法计算

出的 JⅠ积分值相当一致。但是在 u 为 0. 06 mm

以上时,用简单评价法求得的 JⅠ积分值在 a小于

5 mm 时,大于能量评价法求得的值;而用简单评

价法求得的 J Ⅰ积分值在 a大于 5 mm 时,小于能

量评价法求得的值。u 越大, 简单评价法求得的

JⅠ积分值与能量评价法求得的值相差越大。然而

a在 5 mm 附近时, 即使 u 很大,两者的值变得非

常接近。

3. 2　扭转载荷下 JⅢ积分的评价

　　带环状裂纹圆棒试样在扭转载荷作用下时,
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同样通过 FEM 计算出扭矩 T 与扭转角 !的关
系。对于不同的裂纹深度 a, T -!关系曲线示于图
5。对于同一 !, JⅢ积分值随a的增加而增加。根据

图 5的 T -!关系曲线, 对于各个不同的 a,分别求

出 !为 0. 02, 0. 04, 0. 08, 0. 12, 0. 16, 0. 20 rad 时

对应的应变能 U。图 6用符号示出了计算出的 U

- a之间的关系, 对于同一 a, !越大应变能也越
大。各不同 !所对应的 U- a之间的关系均可同

样用式( 11)近似表达。图 6中实线为对应不同 !
的 U- a近似曲线,其与根据 FEM 模拟数据计算

得出的应变能非常一致。

图 5　扭矩与扭转角关系

F ig . 5　The relationship between torque and

tor sional ang le

图 6　扭转载荷下应变能和裂纹长度的关系

Fig. 6　The relat ionship betw een st rain ener gy and

crack leng th under torsion

同样将式( 11)的近似曲线方程微分后代入式

( 10) , 可求得不同 a对应的 JⅢ积分值( J 积分的

能量评价法) ,在图7中用实线表示。对于同一 !,

JⅢ积分值随 a的增加而减少。另外, 根据用 FEM

方法计算出的某一裂纹深度试样的 T-!数据, 可

由式( 9)计算出其在不同 !时的 J Ⅲ积分值( J 积

分的简单评价法) , 用不同的符号表示于图 7中。

当 a在 2. 0～5. 5 mm 范围内,而 !在 0. 02～0. 20

rad 范围内,两种评价方法计算出的 JⅢ积分值相

图 7　JⅢ积分同裂纹长度的关系

Fig . 7　The relationship between JⅢ integr al and

crack leng th

当一致。然而, 当 a等于 1. 5 mm 时, 随 !增大两
种方法计算出的 JⅢ积分值的差异逐渐增大,并且

能量法计算的 J 积分值高于简单评价法计算的

值。

3. 3　J 积分的简单评价法的适用性

　　式( 4)、( 8)分别为轴向载荷及扭转载荷下 J

积分的简单评价法的基本假设, 式中轴向位移 u

及扭转角 !的塑性成分 up , !p 分别为 P / b
2
, T / b

3

的函数。图 8示出了计算得到的 up / b与 P / b
2
的

关系。up / b较小或塑性变形较小时,各曲线较接

图 8　P/ b2与 up/ b 的关系

F ig . 8　The relationship between P/ b2 and up / b

近。但当up / b较大时, 对各裂纹长度 a,各曲线差

别较大, 尤其是对于较短的裂纹, P / b
2-up / b 关系

曲线偏离其它曲线更多。原因为当裂纹长度较短

时,是试样全体而不仅仅是圆棒试样有环状裂纹

处的截面发生了塑性变形, 式( 4)的关系不再成
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立,简单评价法失去意义。

图 9　T / b3与 !p 的关系

F ig . 9　The relationship between T / b3 and !p

图 9示出了计算得到的 !p 与 T / b3的关系。

当裂纹长度 a在 2～5. 5 mm 范围内时,各个裂纹

长度a所对应的T / b
3-!p 曲线基本一致。这说明式

( 8)的假设是成立的, 即可通过式( 9)计算扭转载

荷下带环状裂纹圆棒试样的 J 积分值。

4　结　论

　　本文通过对带有环状裂纹圆棒试样的 J 积

分的简单评价法和能量评价法的比较研究, 明确

了 J 积分的简单评价法的适用范围。

( 1) 当u为 0. 02和0. 04 mm 时,两种评价方

法计算出的 JⅠ积分值相当一致。但是在 u 为

0. 06 mm 以上时,用简单评价法求得的 JⅠ积分值

在 a小于 5 mm 时,大于能量评价法求得的值; 在

a大于 5 mm 时,小于能量评价法求得的值。u越

大,简单评价法求得的 JⅠ积分值与能量评价法求

得的值相差越大。然而 a在 5 mm 附近时, 即使 u

很大,两者的值变得非常接近。

( 2) 当 a在 2. 0～5. 5 mm 范围内, 而 !在
0. 02～0. 20 rad范围内, 两种评价方法计算出的

JⅢ积分值相当一致。当 a等于1. 5 mm 时,随 !增

大两种评价方法计算出的 JⅢ积分值的差异逐渐

增大, 并且能量法计算的 J 积分值高于简单评价

法计算的值。
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