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基于 Gompertz模型的液体火箭发动机
可靠性增长分析

刘　琦, 冯　静, 周经伦
(国防科技大学 系统工程研究所,湖南 长沙 410073)

摘要: 运用 Gompertz模型和线性回归方法对液体火箭发动机批次试验中的可靠性增长因子进行分析,对新

产品的可靠性分布函数进行预测。结合产品的少量现场试验数据,利用Bayes方法对系统的可靠性增长试验

结果进行分析。文中首先给出了可靠性增长因子分析的模型,然后运用历次阶段试验中的可靠性增长数据建

立动态参数的递推估计模型,在此基础上,运用随机变量函数的分布,给出各阶段可靠性增长试验中可靠性参

数的Bayes估计。最后给出实例进行说明。
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The Rel iabil ity Growth Ana lysis for L iquid Rocket

Engine According to The Gompertz M odel
L IU Q i, FEN G J ing, ZHOU J ing2lun

(N ational U n iversity of D efense T echno logy, Changsha 410073, Ch ina)

Abstract: In th is paper, the Gompertz model and linear statistical m ethod are used to ana2
lyze the grow th facto r of batch experim en ts fo r a liquid rocket engine. T he reliability distribution

of a new p roduct is also fo recasted. T hen, Bayesian m ethod is used to evaluate the reliability pa2
ram eters of the p roducts. In the article, first, the reliability grow th analysis model is p resen ted.

T hen w ith the reliability grow th test data, a dynam ic param eter iterative evaluation model is

built. W ith the iterative model and field test data, the reliability evaluation of every stage can be

calculated by Bayesian fo rm ula. Based on the distribution of function of the random variable, the

reliability evaluation is given. A n examp le is show n to illustrate th is m ethod.

Key words: aerospace p ropulsion system ; Bayesian analysis; reliability grow th;

grow th facto r; Gompertz model; W eibull distribution

　　Bayes方法已广泛应用于各种系统的可靠性

分析中[1, 2 ] ,其优点是便于利用当前的试验信息和

先验信息,从而节省试验经费和时间,而且分析方

法程式化,易于工程人员掌握。火箭发动机是集

机、电、控、化等多学科于一体的复杂系统,其现场

的可靠性试验量小,属于小子样产品,因此在进行

系统的可靠性评估时应采用Bayes方法。

在火箭发动机的研制、使用过程中会对各种

出现过的故障进行修正, 这属于工程可靠性增

长[3 ] ,对发动机的可靠性增长研究是近年来发动



机可靠性研究的一个重要课题,由于该问题具有

重要的意义 ,已引起国内外的重视。但是通过调

研与检索参考资料发现,由于试验经费、时间、保

密等原因,大型复杂系统,尤其是武器系统的可靠

性增长试验,每次试验的样本量较小,所以利用经

典统计方法很难对系统的可靠性参数给出精确估

计。

对复杂系统的动态可靠性增长分析是近年来

系统可靠性研究的一个重要课题, 在现有的

Bayes 可靠性增长分析方法中, 多引用增长因

子[4, 5 ] , 以此作为系统可靠性增长的标准进行分

析, 但是在多数情况下, 增长因子由专家经验给

出,这样不可避免的会引入主观因素,这是增长因

子的一个不足之处。在本文中,先利用发动机的历

史试验数据或者类似型号发动机的试验数据,对

发动机的可靠性增长因子进行研究,再结合少量

的现场试验信息,采用Bayes方法对发动机的可

靠性增长进行分析。给出系统在某任务时刻 可靠

度的分布函数及其点估计。

1　产品可靠性的先验推断

　　Gompertz 模型[3 ]是从时间序列分析中引用

过来的,是描述增长过程的一种手段。

Gompertz曲线的特点是起初增长较慢,随后

逐渐加快,到达某一点后,增长速度又开始减慢。

该曲线也可用于描述开始增长较快,之后增长速

度逐渐变慢的情况。不少产品在研制阶段和制造

初期的可靠性符合这两种增长趋势。因此, Gom 2
pertz模型有着相当广泛的应用,它既适用于成败

型试验信息,也适用于寿命型试验信息;既可用于

设备、系统,也可用于复杂系统,如火箭、导弹等。

Gompertz模型可以用来建立一种逐步评定

产品当前可靠性及预测未来可靠性的方法,是一

种离散型的增长模型。

记产品在试验时间 t ( t可以是次数、批次等)

的可靠性为R ( t) , Gompertz模型可写为:

R ( t) = abct

(1)

式中, 0< a< 1, 0< b< 1, 0< c< 1。a, b和 c的工程

物理意义如下:

因 lim
t→∞

R ( t) = a,故 a 是产品可靠性增长的上

界。而lim
t→0

R ( t) = ab,故 ab是产品可靠性的初始水

平。由于lim
t→0

R ( t) ölim
t→∞

R ( t) = b,故 b是初始可靠性

与极限可靠性之比。

参数 c反映增长速度: c值小,增长速度快; c

值大,增长速度慢。

在新产品的研制、开发过程中,通过对故障模

式、效应等的分析,设计方力争消除危害性较强的

故障模式,当更新的设计起作用时,就可以实现产

品的可靠性增长,于是有 0< R 1< ⋯< R m < R m + 1,

其中m + 1为产品总的试验批次。可靠性增长的

结果通过增长因子 g i ( i= 1, 2,⋯, m )来表示,它为

在给定时间 t0 下,新、旧阶段产品可靠度的比值:

g i =
R i+ 1

R i
　　 ( i = 1, 2,⋯,m ) (2)

　　由公式 (1)和 (2)可以得出:

ln lng i = ilnc + ln [ (c - 1) lnb ]

( i = 1,⋯,m ) (3)

定义: y i = ln lng i　,　x i = i

Β0 = ln [ (c - 1) lnb ]　,　Β1 = lnc

则 (3)式改写为:

y i = Β0 + Β1x i

( i = 1, 2,⋯,m ) (4)

　　对 (4)式的求解需借助于线性回归[6 ]方法,此

时引入随机变量 ei ( i= 1, 2, ⋯, m ) , 其中 ei 满足

M arkov2Gauss假设:

E (ei) = 0　,　V ar (ei) = Ρ2
0　　　 ( i = 1,⋯,m )

Cov (ei, ej ) = 0　　　 ( i, j = 1,⋯m　,　i≠ j )

则 (3)式转化为:

y i = Β0 + Β1x i + ei　　　 ( i = 1, 2,⋯,m ) (5)

　　在已知前m 阶段产品可靠性估计Rδ1, Rδ2,⋯, Rδm 的前提下,取:

yδi = Rδi+ 1öRδi

记:

Yδ =

yδ1

�
yδm - 1

　,　X =

1 x 1

� �
1 x m - 1

　,　e =

e1

�
em - 1

　,　Β =
Β0

Β1
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　　公式 (5)可由矩阵形式表示为:

Y = X Β + e (6)

　　这样在得到前m 阶段可靠度的估计结果 R
δ

j

( j = 1, 2,⋯, m )后,即可由 (6)式得出 Β(Β0, Β1)和

Ρ2
0 的最小二乘估计:

Βδ = (X TX ) - 1X T Yδ

Ρδ2
0 =

1
m - 3

(Y
δ - X Βδ) T (Y

δ - X Βδ) (7)

其中, Yδ为 Y 在 Rδj ( j = 1, 2,⋯, m )带入后的估计

值。由前m 阶段可靠性评定结果预报出第m + 1

阶段系统可靠性的增长程度:

yδm = (1, x m ) Βδ (8)

　　基于Gauss2M arkov假设,以正态分布N (yδm ,

Ρδ2
0) λ f (ym )作为 ym 的分布,由随机变量函数的分

布推导[7 ] ,可以得到 gm 的分布函数 h (gm ) ,如下:

h (gm ) =
1

gm

1
ln (gm ) f ( ln lngm ) (9)

　　考虑到系统可靠性增长的具体情况,考虑 gm

分布为 (1, 1öRδm ]区间上的分布, 此时 gm 的分布

为:

Π(gm ) =
1

H (gm ) h (1, 1öRδm ] (gm ) (10)

其中:

H (gm ) = ∫
1öRδm

1

h (gm ) dgm

h (1, 1öRδm ] (gm )为 h (gm )在区间 (1, 1öRδm ]上的限制。

在 Rδm 的基础上, R m + 1 = gm Rδm 是随机变量的

函数,一旦确定了 gm 的分布 Π(gm ) , 则可以得出

新产品可靠度R m + 1的分布。

Π(R m + 1) =
1

Rδm

Π
R m + 1

Rδm

(11)

即:

Π(R m + 1) =
1

Rδm

1

H
R m + 1

R
δ

m

h (1, 1öRδm ]

R m + 1

Rδm

=
1

H
R m + 1

R
δ

m

1

2ΠΡ0

1
R m + 1

1

ln
R m + 1

R
δ

m

õ

exp
-

ln ln
R m + 1

Rδm

- y
δ

m

2

2Ρ2
0

(12)

2　发动机鉴定试验和似然函数

　　在发动机的研制过程中,由于新产品的可靠

性通常较高,而且试验成本较大,因此投入的样本

量较小,每个样本投试的时间较长 (加延试验)。假

设系统的鉴定试验中,其截尾时间共有 n 个,分别

为 t1,⋯, tn。

定义N j ( j = 1,⋯, n)为鉴定试验中在 tj ( j =

1,⋯, n)时刻所投入的样本量, k j ( j = 1, ⋯, n)为

失效个数,则鉴定试验的似然函数为:

L (D ataûR ′1,⋯, R ′n) =

∏
n

j = 1

(1 - R ′j ) k jR ′N j - k jj (13)

其中, R
′
j = T ( tij ) ( j = 1,⋯, n)为新产品在 tj 时刻

的可靠度,再由W eibull分布的性质,可由产品在

t0 的可靠度值R m + 1得到R
′
j ,如下:

R ′j = R
( tj öt0) Β

m + 1 (14)

　　将 (14)式代入 (13)式,得到:

L (D ataûΒ, R m + 1) =

∏
n

j= 1

(1 - R
( tj öt0) Β

m + 1 ) k j (R (N j - k j
) ( tj öt0) Β

m + 1 ) (15)

定义: r = 6
n

i= 1
k j

　　若产品的 r个失效时刻已知,设为 Σ1, Σ2,⋯,

Σr,则 (15)所示的似然函数可写为:

L (D ataûΒ, R m + 1) = ∏
n

j= 1
R

(N j - k j
) ( tj öt0) Β

m + 1 õ

∏
r

k= 1

Β
Σk

ln
1

R m + 1

ΣΒ
k

tΒ
0

R
(Σköt0) Β

m + 1 (16)

3　新产品可靠性的后验推断

　　公式 (16)所给出的似然函数有两个未知参数

R m + 1和形状参数 Β,所以需给出 R m + 1和 Β的联合
先验分布,由 (12)式可得到 R m + 1的先验分布, 若

可以得出 Β的先验分布 Π(Β) , 则由Bayes公式,

可以得出 R m + 1和 Β的后验分布,否则可以考虑选

择下面两种分布之一作为 Β的先验分布[1 ]。

3. 1　无信息先验

　　在没有更多的其它信息的情况下,定义:

g (Β)∝ 1
Β　,　Β≥ Β0 (17)
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3. 2　均匀密度

　　当可以知道参数 Β的边界的时候,可以假定:

g (Β) =
1

ΒB - ΒA
　,　ΒA ≤ Β≤ ΒB (18)

　　得出R m + 1和 Β的先验分布 Π(R m + 1)和 Π(Β)后,结合现场试验数据,可得出R m + 1和 Β的联合后验密
度[1 ]:

Π(R m + 1, ΒûD ata) =
Π(R m + 1) Π(Β)L (D ataûR m + 1, Β)

∫
( Rm + 1

∫
( Β

Π(R m + 1) Π(Β)L (D ataûR m + 1, Β) dΒdR m + 1

　　　　　　　

=

h (1, ö1Rδm ]

R m + 1

Rδm

Π(Β)L (D ataûR m + 1, Β)

∫
( Rm + 1

∫
( Β

h (1, ö1Rδm ]

R m + 1

R
δ

m

Π(Β)L (D ataûR m + 1, Β) dΒdR m + 1

(19)

　　新系统可靠度的后验分布为边缘分布:

Π(R m + 1ûD ata) =∫
( Β

Π(R m + 1, ΒûD ata) dΒ (20)

　　得出 R m + 1的后验分布后,就可以计算得出其

Bayes估计 R B , 置信度为 Χ的置信下限估计 R L

(Χ)等。当鉴定试验无失效数据时,令 k i= 0, ( i=

1,⋯,m )代入 (19)式计算即可。

基于可靠性增长试验的假设: 由于各次试验

的环境一致、产品的改进是逐步进行的,所以可以

认为产品的失效机理变化较小, 从而可以认为

W eibull分布形状参数的变动较小,对W eibull分

布来说,失效机理不变,既是形状参数不变[8 ] ,所

以可以采用第m 批产品形状参数的后验分布 Π
(Βm ûD ata)作为第m + 1 批产品形状参数的先验

分布 (Bayes相继率) [1 ]。

由于 (19)和 (20)式解析计算比较复杂,积分

比较困难,所以采用数值算法进行计算。有时为计

算方便, 通常运用矩等效法[1 ]将 (12)式所示的

R m + 1的先验分布用Beta分布表示。

4　举　例

　　某火箭发动机的寿命服从W eibull分布, 系

统经过 2 个阶段的可靠性增长试验,其结果如表

2所示,又获得类似型号发动机在任务时间 600 s

的 4个批次可靠性的评估结果如表 1 所示,分析

新系统 600 s任务时间的可靠性。

由于形状参数未知,在对新系统第 1 个试验

阶段的数据进行分析时,结合工程实际,采用文献

[ 1, 3 ]上的均匀分布作为形状参数的先验。用

Bayes方法结合第 1 阶段试验数据, 得到可靠性

的评估结果如表 3所示。将第 1阶段的评估结果

带入模型 (6) ,形状参数采用第 1阶段得到的形状

表 1　前 4个批次可靠性分析结果

Table 1　Rel iabil ity ana lysis results of the 4

prev ious stages

阶段 可靠性 阶段 可靠性

1

2

018201

019106

3

4

019487

019601

表 2　发动机可靠性试验数据

Table 2　Rel iabil ity test da ta of the engine

阶段 截尾时间 (试验次数) 失效时间

1

2

100 (5) , 500 (3)

150 (3) , 500 (1)

89

　　

表 3　发动机可靠性分析结果

Table 3　Rel iabil ity ana lysis result of the engine

阶段 1 2

Βδ0

Βδ1

Ρδ2
0

Rδi

RδiB

- 111223

- 110853

0101455

019642

0. 9641

- 111127

- 110911

0100733

019678

019687
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参数的后验分布,运用Bayes方法分析得到如表 3

所示的第 2阶段的评定结果。其中R
δ

i为第 1、2阶

段可靠性的预测值, R
δ

iB为Bayes估计。

5　结　论

　　在本文中,基于 Gompertz模型,推导出系统

可靠性增长因子随试验批次的变化公式,然后结

合线性统计模型,求解出增长因子的分布函数,进

而得到现场可靠性增长试验下产品可靠性的先验

分布。这样结合少量的现场试验样本,运用Bayes

方法即可对现场试验后产品的可靠性参数进行评

定。该方法分析步骤明确,便于采用计算机编程实

现。需要指出的是:

(1) 文中给出了W eibull模型下产品可靠性

的分析方法,类似地对公式 (13)的似然函数进行

适当修改后,读者可以对指数分布、二项分布等试

验数据进行分析。

(2) 例子中表 1 的数据为 a = 019662, b=

016117, c= 013378 的可靠性或增长数据, 而表 2

所示的数据分别为尺度参数 Γ= 3200 s, Γ= 3350

s, 形状参数 Β= 21015 的W eibull分布的仿真数

据。通过计算可以看出,可靠性增长评估的精度较

高。出现第一阶段可靠性评估结果偏低的原因是

存在一个失效数据。

( 3) 由本文的例子可以看出,该方法评估小

样本可靠性增长试验,比经典方法的结果更为精

确。
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