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摘� � � 要: 针对仅考虑质量偏心的 Jeffco tt转子�定子系统碰摩的动力学方程, 进行了旋转机械转子�定子

系统的碰摩可靠性灵敏度分析,应用 Kronecker 代数,矩阵微分理论, 四阶矩技术,矩阵摄动理论, 概率统计方

法,可靠性理论和灵敏度技术系统地发展了转子�定子系统碰摩的可靠性灵敏度分析方法,研究了转轴刚度和

阻尼、定子刚度和阻尼、偏心距和定子径向刚度对可靠度灵敏度的影响, 并给出了数值分析解。
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Abstract: On the basis of the impact�rub dynamics equat ions of Jeffco tt ro to r�stator sys�
tems w ith imbalance, the reliability sensit ivity investig at ion of rotor�stato r sy stems of rota�
t ing machinery under impact�rub is pr esented. T echniques f rom Kronecker alg ebra, matrix

calculus, fourth moment analysis, probabilistic pertur bat ions, reliability theo ry and sensit iv�
ity technique are employed to sy stematically develop the mathemat ical and numerical expr es�
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liability sensit ivity are studied and discussed. T he numerical r esults are obtained.
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� � 对于航空发动机这类旋转机械,转子与定子的

碰摩实际上是转子与作为外壳封套的定子之间的碰

摩,当碰摩发生时,转子与定子均受到冲击力与摩擦

力的作用,不仅转子发生由碰摩引起的振动,而且定
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子也在此冲击力与摩擦力的作用下产生振动,转子

与定子的振动彼此相互影响,并影响以后的碰摩过

程,碰摩导致转定件接触部分的磨损,降低了性能,

甚至发生事故。因此无论从旋转机械的可靠性设计

上,还是从保证设备的安全稳定运行上,都必须对转

子�定子系统碰摩的相互作用的振动特性加以研究,

为此,需要将转子与定子作为统一的整体来研究其

碰摩的动力学特性。目前已有一些对于碰摩问题的

研究,主要集中在转定子碰摩的物理现象和过程,碰

摩的数学模型,碰摩研究中的数值方法,碰摩转子的

振动响应以及转子的故障诊断,碰摩过程中的分叉

现象等方面。可见碰摩问题一直受到人们的重视,

许多文献对其进行了有益的探讨, 文献[ 1�4]对转子
动力学的一些问题进行了研究。

由于工程材料特性的离散性以及测量、加工、

制造和安装误差的影响,使系统参数具有不确定性

和分散性(如材料、几何等特性具有固有的随机

性)。在非线性随机振动系统中不能使用线性系统

中的一些有效的方法(如叠加原理) , 使得非线性系

统的可靠性研究较线性系统要艰巨得多,导致目前

关于具有系统随机参数的非线性振动系统的可靠

性问题的研究还处于初级阶段
[ 5�8]
。在现阶段转子

系统的失效问题多从稳定性的概念出发加以分析,

而从可靠性的概念出发的研究还刚刚起步[ 9�11]。

振动系统的动态响应对系统可靠度的灵敏程度的

研究有着十分重要的意义,这种研究可以帮助工程

设计人员合理地建立系统的安全容限和控制随机

参数对系统安全的影响,使系统的预测工作性能与

实际工作性能更加符合,得到既有足够的安全可靠

性,又有适当经济性的优化系统[ 12�14] 。

本文在质量偏心的 Jef fcot t转子�定子系统碰
摩的动力学方程的基础上,给出了旋转机械转子�
定子非线性振动系统的可靠性灵敏度问题的解决

办法,应用四阶矩技术, 导出了旋转机械转子�定
子非线性系统响应和状态函数的前四阶矩,使用

Edgw o rth级数模拟了系统状态函数的概率分布

函数,从而确定了系统的可靠度和可靠性灵敏度,

并给出了数值分析解, 讨论了参数的随机变化对

旋转机械转子�定子系统的碰摩可靠性灵敏度影
响。本文对随机参数的分布概型和随机激励的类

型没有作任何限制, 使之更接近于工程实际中旋

转机械的非线性随机振动系统的可靠性问题。

1 � 模型建立

如图 l所示的 Jef fcot t转子�定子系统。可以

忽略转轴的质量与转子和定子的塑性变形以及转

轴弯曲变形的影响, m1 和 m2 分别为转子和定子

的质量, c1 和 c2 分别为转子和定子的阻尼系数,

k1 和 k2 分别为转子和定子的支承刚度,转子不平

衡偏心距为 e,转速为 �,间隙为 �,摩擦系数为 f ,

定子的径向刚性系数为 kr。转盘振幅为 r, 结构

各向同性。在 r> �时,碰摩发生。在 xoy 坐标系

中,碰摩力表示为:

Fx = 0

Fy = 0
� ( r � �)

Fx = kr
r - �
r

[x 2 - x 1 + f ( y1 - y 2)]

Fy = kr
r - �
r

[y2 - y1 + f ( x 1 - x 2)]

� ( r > �)

( 1)

图 1� 转子�定子系统

Fig . 1 � Rot or�stato r model

式中 r= ( x 1- x 2)
2+ ( y 1- y2 )

2为转子的径向

位移。于是系统的运动微分方程为:

m1 x
!!

1 + c1 x
!
1 + k1 x 1 = m1e�2cos �t + Fx

m1 y
!!

1 + c1 y
!
1 + k1y 1 = m1e�

2
sin �t + F y

m2 x
!!

2 + c2 x
!
2 + k2 x 2 = - Fx

m2 y
!!

2 + c2 y
!
2 + k2y 2 = - Fy

(2)

� � 将方程( 2)表示为矩阵形式为:

m1 0 0 0

0 m1 0 0

0 0 m2 0

0 0 0 m2

x
!!
1

y
!!
1

x
!!
2

y
!!
2

+

c1 0 0 0

0 c1 0 0

0 0 c2 0

0 0 0 c2

x
!
1

y
!
1

x
!
2

y
!
2

+

k1 0 0 0

0 k1 0 0

0 0 k2 0

0 0 0 k2

+
kr ( r - �)

r

1 - f - 1 f

f 1 - f - 1

- 1 f 1 - f

- f - 1 f 1

.
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x 1

y 1

x 2

y 2

= m1 e�
2

cos �t

sin �t

0

0

(3)

2 � 随机响应分析

方程( 3)可以表示为一般的矩阵形式,即:

Mq
!!
+ Cq

!
+ (K + Kr )q = F( t ) (4)

式中:

M =

m1 0 0 0

0 m1 0 0

0 0 m2 0

0 0 0 m2

, C =

c1 0 0 0

0 c1 0 0

0 0 c 2 0

0 0 0 c2

,

K =

k 1 0 0 0

0 k1 0 0

0 0 k2 0

0 0 0 k2

,

Kr =
kr ( r - �)

r

1 - f - 1 f

f 1 - f - 1

- 1 f 1 - f

- f - 1 f 1

F( t) = m1 e�
2
.

co s�t

sin �t

0

0

, q
!!
=

x
!!

1

y
!!

1

x
!!

2

y
!!

2

, q
!
=

x
!
1

y
!
1

x
!
2

y
!
2

, q =

x 1

y 1

x 2

y 2

式中:M、C、K、Kr 分别为系统的质量、阻尼、刚度

矩阵和定子的径向刚度矩阵, q为系统位移响应

向量, F( t)为载荷向量,上标� !  表示对时间 t的

导数。

若向量 A( p ∀ 1)为矩阵 B( s ∀ t)的函数,则 A

在标称值 B处的二阶 T aylor 表达式为:

A(B) = A(B) +
 A

 ( csB)
T

B= B
d[ cs( B) ] +

�
�

1
2

 
2
A

 ( csB)
T2

B= B
{d[ cs(B) ] }

[ 2]
(5)

式中 d[ cs( B) ]
[ 2]
= d[ cs( B) ]  d[ cs( B) ]为 d[ cs

( B) ]的二阶 Kronecker 幂,符号  代表 Kroneck�
er 积,定义为( A) p ∀ q  ( B) s ∀ t= [ aijB ] ps ∀ qt , cs( B)

定义为 cs ( B)
( st ∀ 1)

= #
s

j = 1
( e

j
( s)  Is )Be j( s) , ek

( s)
为在 k 是 1,

在其它处为 0的 s 维单位向量, I s 为 s ∀ s 阶单位

矩阵,矩阵导数定义为  A/  B= (  A/  bij ) ps ∀ qt。

为了推导非线性结构动力学的一般随机有限

元法的矩阵方程, 把方程(1)两边在 B附近展开

成二阶 T aylor 表达式, 然后合并同阶顶, 可以得

到与方程( 1)相一致的零阶、一阶和二阶方程, 求

解这些方程,可以得到动力响应的前四阶矩为:

E(x) = x + x2 (6)

Var( x) =
 x

 ( csB)
T

[ 2]

[ Var( csB) ] ,

Tm( x) =
 x

 ( csB) T
[ 3]

[ T m( csB) ] ,

Fm( x) =
 x

 ( csB) T
T

[ Fm( csB) ] (7)

式中 E( csB) , Var( csB) , T m( csB) , Fm ( csB)和

E( x) , Var( x) , T m( x) , Fm ( x)分别代表基本随

机变量和响应的均值、方差、三阶矩、四阶矩, x和

x2 分别为零阶和二阶方程的解,  x/  ( csB) T 为

响应向量的灵敏度矩阵, 可以表示为:

 x
 ( csB)

T =
 x
 b11

∃  x
 bs1

∃  x
 b1t

∃  x
 bst

( 8)

把方程( 8)代入方程( 7) ,就可以得到动力响应的方

差、三阶矩和四阶矩矩阵。显然可见, 在求动力响

应的方差、三阶矩和四阶矩时, 这里只涉及响应的

一阶灵敏度,这给解决工程实际问题代来了相当的

方便;当然,如果取高阶矩为一阶以上的精度,会带

来数学上的繁琐。依据以上推导过程,发展了国际

上通用的概率摄动法和随机有限元法,得到了 2D

矩阵值函数的概率摄动法和随机有限元法
[ 15- 17]

。

3 � 可靠性分析

可靠性分析中的一个目标是确定系统的可靠

度:

R = %g(�, r) > 0
f ( Z)dZ (9)

式中: f ( Z)为响应 r= ( x 1- x 2)
2 + ( y 1- y 2)

2

和门槛值 �的联合概率密度函数, g (�, r )为状态

函数,可以表示系统的两种状态:

g(�, r ) � 0 � 为失败状态

g(�, r ) > 0 � 为失败状态
(10)

式中 g( �, r)= 0为极限状态方程, 代表极限状态

表面,也就是失败面。

根据状态函数的定义, 非线性随机转子系统

可靠性分析的首次超限破坏问题定义为:

g( �, r ) = �- r (11)

可以认为响应 r 与门槛值�是相互独立的随机变

量。

状态函数 g( �, r )的前四阶矩可以表示为:

!g = E[ g (�, r) ] = E( �) - E( r) = !� - !r

(12)
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∀
2
g = Var [ g(�, r ) ] = ∀

2
� + ∀

2
r (13)

#g = E[ g( �, r ) - g (�, r) ]
3
= #�- #r (14)

∃g = E[ g( �, r ) - g( �, r ) ]
4
= ∃�+ ∃r + 6∀

2
�∀

2
r

(15)

� � 可靠性指标定义为:

%=
!g
∀g

(16)

从几何意义来看, %是 n 维正则化空间中坐标原

点到临界失败面 g (�, r) = 0的最短距离。

众所周知, 在非线性系统中,叠加原理已经不

能成立,对正态输入已不再遵循正态输出。这样

不论输入如何, 都很难确定响应和状态函数的分

布概型,由此很难得到系统的可靠度, 根据 Edge�
wo rth级数方法, 可以把服从任意分布的标准化

了的随机变量的概率分布函数近似地展开成为标

准正态分布函数,即:

F(y ) = &( y) - ∋( y )
1
6

#g
∀3g
H 2( y) +

1
24

∃g
∀4g
- 3

H 3( y ) +
1
72

#g
∀

3
g
H 5( y ) (17)

式中 &( ) 为标准正态分布函数, H i ( y ) 为 i 阶

Hermite 多项式,其递推关系为:

H j+ 1( y ) = yH j ( y ) - jH j- 1( y )

H 0( y ) = 1, H 1( y ) = y
(18)

据此系统可靠度为:

R( %) = P [ g( �, r ) > 0] = 1 - F (- %) (19)

用上式计算可靠度时,有时会出现 R i> 1的情况。

当 R i> 1时,采用下述经验公式进行修正:

R
*
= R (%) - R(%) - &(%)

{1 + [ R( %) - &( %) ] %}
% (20)

Edgew orth级数可以任意精确地逼近随机变量的

真实分布,但通常取级数的前四顶即可得到较好

的近似。据此给出了具有随机参数的单自由度非

线性随机振动系统的可靠性分析的数值公式。在

推导过程中,对随机参数的分布概型和激励类型

没有作任何限制,使之更接近于工程实际。

4 � 可靠性灵敏度

对系统响应 r 的均值的可靠性灵敏度为:

DR
D!r

= -
∋(%)
∀g

1 + %
1
6

#g
∀3g
H 2 (%) +

1
24

∃g
∀4
g
- 3 H 3( %) + 1

72

#g
∀3g

H 5( %) -

1
3

#g
∀3g
H 1(%) + 1

8

∃g
∀
4
g
- 3 H 2( %) +

5
72

#g
∀3g

H 4(%) (21)

对系统响应 r 的标准差的可靠性灵敏度为:

DR
D ∀r

= -
2!g∀r

∀2g
∋( %) 1 + %

1
6

#g
∀3g
H 2(%) +

1
24

∃g
∀

4
g

- 3 H 3( %) +
1
72

#g
∀
3
g

2

H 5( %) -

1
3

#g
∀3g
H 1(%) + 1

8
∃g
∀4g
- 3 H 2( %) +

5
72

#g
∀
3
g
H 4(%) +

2∀r∋( %)
1
2

#g
∀
4
g

H 2(%) + 1
6

∃g
∀
5
g

H 3( %) +

1
12

#
2
g

∀7g
H 5( %) -

∀2�∀r

2∀
4
g
∋( %)H 3(%) (22)

把已知条件和响应和可靠性分析的计算结果代入

式( 21)和 ( 22) , 就可以获得可靠性灵敏度 DR/

D!r 和 DR/ D∀r。

5 � 数值算例

某一旋转机械转子�定子系统的质量 m1 =

10. 0 kg, m2= 20. 0 kg, 摩擦系数 f = 0. 12,激振

频率 �= 250. 0 rad/ s,随机变量 k1 , c1 , k2 , c2 , e,

kr 的均值分别可以表示如下: 刚度 k1 = k2 = 4. 6

∀ 10
3
N/ mm,阻尼 c1= c2= 1. 2 ∀ 10

2
Ns/ mm,定

子的径向刚度 kr = 9. 2 ∀ 10
3
N/ mm , 偏心距 e=

1. 0mm,随机变量 B= ( k1 c1 k2 c2 e k r )
T
分别独

立地服从正态分布, 其变异系数均为 0. 05,间隙 �

的前四阶矩为 3. 0 mm, 0. 421 mm, - 0. 041 7

mm
3
, 0. 106 2mm

4
。试确定系统可靠性。

分别计算出系统的可靠度随响应 r ( !r , ∀r )的

变化曲线,绘于图 2~ 图 3,并且计算出系统的可

靠度灵敏度 DR / D!r 和 DR/ D∀r 随时间( t )的变

化曲线,绘于图 4~ 图 5。

图 2 � 可靠度 R 随系统响应 r 的均值变化曲线

Fig . 2 � The reliability R with t he mean

value of t he system response r
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图 3� 可靠度 R 随系统响应 r 的标准差变化曲线

F ig . 3 � The reliability R w ith the standard

va riance of the system response r

图 4� 可靠性灵敏度 DR/ D!r 随时间的变化曲线

Fig. 4 � The reliability sensitiv ity DR/ D!r with

respect to the mean value o f the

sy st em response r

图 5 � 可靠性灵敏度 DR/ D∀r 随时间的变化曲线

F ig. 5� T he reliabilit y sensit ivity DR/ D∀r w ith

respect t o the st andard var iance o f the

sy st em response r

由于该转子系统在运行初始阶段振动强烈,

可靠度很低,发生碰摩的概率很高, 此时, 系统相

对不稳定,可靠性灵敏度数值较高;当转子系统运

行平稳以后,可靠度稳定在 1. 0, 不会发生碰摩现

象,此时,系统进入稳定状态, 可靠性灵敏度数值

稳定在一定的数值范围以内。总体可见,该转子

系统的随机响应的均值 !r 的增加, 其结果将使系

统更加不可靠(失效) ;在初始阶段,随机响应的标

准差 ∀r 的变化对系统可靠与否的影响却不尽相

同;但系统进入平稳运行以后,随机响应的标准差

∀r 的增加也基本上会使系统增加失效的概率。

6 � 结 � 论

本文在只给出了转轴刚度和阻尼、定子刚度

和阻尼、定子径向刚度和偏心距这些随机参数的

前四阶矩,而没有给出其分布概型的情况下,对旋

转机械转子�定子系统的碰摩可靠性灵敏度问题
进行了研究。由于在工程实际中, 很难有足够的

资料确定出随机参数的分布概型, 所以本文给出

的方法对工程实际有着十分重要的意义,使旋转

机械系统非线性振动系统的可靠性分析方法向工

程实际又迈进了一步。
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