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摘要: 提出了一种基于整体传递矩阵法的改进传递矩阵法。新方法将R iccati变换及奇点消除方法应用于整

体传递矩阵方程,导出了耦合单元和非耦合单元的R iccati传递矩阵计算公式。这种方法克服了传统传递矩阵

法的缺点,易于开发通用计算程序。文末给出了数值算例,计算结果表明了该方法的有效性和正确性。
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Appl ica tion of the Im proved W hole Tran sfer M atr ix M ethod
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Abstract: A new m ethod based on the w ho le tran sfer m atrix m ethod (W TMM ) w as

p ropo sed. T he R iccat i t ran sfo rm at ion and singu larity elim inat ion w ere app lied to the w ho le

tran sfer m atrix equat ion, and the fo rm u la of R iccat i t ran sfer m atrix of coup ling elem en t and

non2coup ling elem en t w as derived. T h is imp roved m ethod can avo id draw back s of t rad it ional

m ethod, and it is easy to develop a genera l compu ter p rogram. F inally, a num erica l examp le

w as given. T he resu lts show that the m ethod is effect ive and accu ra te.
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　　大型气轮发电机组或现代航空发动机常常由

两个转子甚至 3 个转子组合而成,转子之间通过

弹性或刚性支承连接,有的采用套齿联轴器。对于

这种具有多转速、多转子、多连接方式、多种支承

形式的复杂转子系统,为了计算其临界转速和振

型,人们在传统传递矩阵理论的基础上提出了许

多方法,诸如传递矩阵- 阻抗耦合法,模态综合法

以及整体传递矩阵法等[1～ 5 ]。但是上述方法计算

临界转速时,如果转子结构复杂,系统自由度数增

多,容易出现计算机数值溢出、精度不足或振型畸

变等缺点。

为此,本文在上述研究的基础上提出了一种

改进的整体传递矩阵法。这种方法把R iccat i变换

应用于多转子系统的整体传递矩阵,导出了转子



系统的运动方程,导出了经过耦合单元和非耦合

单元时的R iccat i变换矩阵;由于R iccat i矩阵方程

的奇点常会引起漏根和错根,文中给出了消除奇

点的方法。

本文方法同时发挥了整体传递矩阵法和

R iccat i传递矩阵法的优点, 具有计算精度高, 数

值稳定性好等特点。最后给出了数值算例,并与拉

格朗日方程所得精确解作了对比,验证了该方法

的正确性。

1　整体传递矩阵法

1. 1　计算模型

　　图 1 所示为某双转子发动机模型,所有支承

均为弹性支承,联轴器也为弹性联轴器。分为两个

子结构:低压转子、高压转子。各子结构根据自身

情况划分单元,然后在适当的位置添加虚设单元,

以使各子结构单元数相同,且逻辑对齐,以便于整

体传递,虚单元即长度为0,质量为0的单元。

图 1　某双转子发动机模型

F ig. 1　T he model of tw in2ro to r engine

1. 2　整体传递矩阵法简介

　　一般假定的理想单元为:一段等截面无重轴,

参数为 l,A , I;左端为一圆盘,参数为m , J p , J d;有

弹性支承,其刚度系数为线刚度K ,力矩刚度K h。

不完全单元令其相应参数为零。轴自转速度Ξ,公

转角速度8。计算时,考虑陀螺力矩和剪切变形的

影响,单元传递矩阵为:

[U ] i =

1 +
l3

6E I
(1 - Χ) (m 8 2 - K ) l +

l2

2E I
[J 8 2 + K h ]

l2

2E I
l3

6E I
(1 - Χ)

l2

2E I
(m 8 2 - K ) l l +

l
E I

[J 8 2 + K h ]
l

E I
l2

2E I

(m 8 2 - K ) J 8 2 + K h 1 1

m 8 2 - K 0 0 1

(1)

式中 J = J p
Ξ
8 - J d为当量转动惯量, Χ=

6E I
k tGA l2

为考虑剪切影响的系数, G 为材料剪切模量,A 为

截面面积, k t为截面系数。

设系统有 n 个子结构 (转子、畸形部分、机

匣) ,可整体划分为m 个单元,为了实现整个结构

沿一条直线传递,把各子结构相应节点的状态向

量放在同一列中,构成整体状态向量,把各子结构

相应单元的传递矩阵放在同一方阵中,构成整体

传递矩阵。第 i站的整体状态向量为:

Z i = {ZÉ　ZÊ　⋯　Zn}T
i

　　第 i单元的整体传递矩阵以左对角阵写为:

U i = [u ( j ) ] i

　　假设在第 i站和第 j 站存在耦合,则整个结构

的传递形式为:

Zm + 1 = Um⋯U j - 1RS jU j⋯U j + 1RS iU i⋯U 1Z1

其中: Z
É , ⋯, Z

n 代表各子结构的状态向量; Z1,

⋯, Zm 代表各站的整体状态向量; u
(1) , ⋯, u

(n)代

表各子结构的单元传递矩阵; U 1,⋯, Um 代表各单

元的整体传递矩阵; RS 为耦合矩阵。

在整体传递矩阵的传递过程中,如果遇到耦

合点则乘以耦合矩阵。如此,整个结构在从最左端

传递到最右端之后,就得到: Zm + 1= T4n×2nV 1。其中

Zm + 1为最右端 (自由端)的整体状态向量,V 1 为最

左端 (自由端)的未知参数列阵, T4n×2n为传递后得

到的行列式矩阵。

由上式可得方程组D 2n×2nV 1= 0,从而可得频

率方程ûD 2n×2nû= 0。解此频率方程就可求得所需

各阶临界转速,进而求得相应各阶振型。

整体传递矩阵法将转子系统视为一个整体,

节点状态向量从头递推到尾。如果转子系统的节

点数比较多或者转速较高,由于一般传递矩阵法

可能产生病态矩阵,导致计算精度降低或引起数

值不稳定现象。因此,有必要对整体传递矩阵法进

行改进。

2　整体传递矩阵法的改进
　　　及奇点消除

2. 1　系统运动方程的推导

　　本文以图 1 所示的双转子 (n= 2)系统为例,

推导基于R iccat i变换和消除奇点的双转子系统

运动方程,假设划分为m 个单元。

单根轴的第 i个单元,其状态向量为:
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[Z ] i = [y　Α　M 　Q ]T
i

　　对于双转子计算模型,在整体传递过程中,从第 i站到第 i+ 1站的传递形式为:

Z i+ 1 =
U É 0

0 U Ê
i

Z i+ 1 (2)

　　将同一截面状态参数列阵Z 划分为两个分块,即变形参数块e和内力参数块 f ,则上式可写为:

f 1

e1

�
f 2

e2 i+ 1

=

u11 u12

u21 u22

É

0

0
u11 u12

u21 u22

Ê i

f 1

e1

�
f 2

e2 i

(3)

令:

F = [ f 1　f 2 ]T　　　　E = [e1　e2 ]T　　　　T11 =
uÉ

11 0

0 uÊ
11

T12 =
uÉ

12 0

0 uÊ
12

　　　　T21 =
uÉ

21 0

0 uÊ
21

　　　　T22 =
uÉ

22 0

0 uÊ
22

则式 (3)可写成如下形式:

F

�
E i+ 1

=

T 11 � T 12

⋯ ⋯ ⋯

T 21 � T 22 i

F

�
E i

(4)

　　将上式展开为:

{F } i+ 1 = [T11 ] i{F } i + [T12 ] i{E } i　　　　{E } i+ 1 = [T21 ] i{F } i + [T22 ] i{E } i (5)

　　根据R iccat i基本原理引入如下变换:

{F } i = [S ] i{E } i (6)

式中[S ] i为R iccat i传递矩阵,它是一个4阶的待定矩阵。将 (6)代入 (5)中得:

{E } i = [T21S + T22 ]- 1
i {E } i+ 1 (7)

{F } i+ 1 = [T11S + T12 ] i [T21S + T22 ]- 1
i {E } i+ 1 (8)

　　对比 (6)式和 (8)式可得到双转子系统基于R iccat i变换的传递矩阵公式:

S i+ 1 = [T11S + T12 ] i [T21S + T22 ]- 1
i (9)

　　上式便是双转子系统非耦合单元的R iccat i

传递矩阵计算公式, S 为 4×4 阶矩阵, 根据始端

边界条件{F }1= 0, {E }1≠0,故有初始条件[S ]1=

0,代入式 (9)就可依次递推得 [S ]2, ⋯, [S ] i, ⋯,

[S ]m。由末端边界条件{F }m = 0, {E }m≠0可得:

F m = Sm Em (10)

　　由于R iccat i传递矩阵法的剩余量曲线存在

许多异号无穷型奇点,文献 [ 6 ]分析了R iccat i矩

阵奇点的物理本质和产生原因,提出了消除奇点

的独特方法,得出如下频率方程式:

∃ = ûSm û7
m

i= 1
û [T21S + T22 ] iû = 0 (11)

或者使用一个更简单的频率方程式:

D = ûSm û7
m

i= 1
sign (ûT21S + T22û i = 0 (12)

　　上述方法避免了求解时存在的漏根和错根现

象。对于3转子、4转子等多转子结构的求解可用

图 2　双转子耦合

F ig. 2　Coup ling ro to rs
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以上方法类推。

2. 2　耦合矩阵的R icca ti变换

　　耦合矩阵就是满足耦合点协调条件的矩阵。

在整体传递矩阵的递推过程中若遇到耦合点则乘

以耦合矩阵。各种耦合点总是两两连接,今以双转

子为例导出基于R iccat i变换的耦合矩阵。

如图 2 所示É 转子和Ê 转子弹性连接,其线

刚度为 ,力矩刚度为。假设耦合点在第 站,在此

站分别研究É 转子和Ê 转子的受力,根据力的平

衡,列出各自的协调方程。

É转子:

y É R
i = y É R

i 　　　　ΑÉ R
i = ΑÉ L

i

M É R
i = M É L

i - K h (ΑÊ
i - ΑÉ

i )　　　　Q É R
i = Q É L

i + K (y Ê
i - y É

i )

　　Ê转子:

y Ê R
i = y Ê R

i 　　　　ΑÊ R
i = ΑÊ L

i

M Ê R
i = M Ê L

i + K h (ΑÊ
i - ΑÉ

i )　　　　Q Ê R
i = Q Ê L

i - K (y Ê
i - y É

i )

　　写成矩阵形式:

F

�
E

R

i

=

I � G

⋯ ⋯ ⋯

0 � I i

F

�
E

L

i

(13)

其中: I 为4阶单位矩阵, G 为耦合处的刚度矩阵。

G =

0 K h 0 - K h

- K 0 K 0

0 - K h 0 K h

K 0 - K 0 i

(14)

　　把式 (13)展开:

{F }R
i = {F }L

i + [G ] i{E }L
i　　　　{E }R

i = {E }L
i (15)

　　由前面的推导可知{F }L
i = [S ]L

i {E }L
i ,将其和式 (15)的第2式代入到第1式得:

{F }R
i = ( [S ]L

i + [G ] i) {E }R
i (16)

　　因为:

{F }R
i = [S ]R

i {E }R
i (17)

　　对比 (16)和 (17)两式有:

[S ]R
i = ( [S ]L

i + [G ] i) (18)

　　此即为经过耦合点时与式 (9)相当的一个传

递关系式, [S ]R
i 求得后,就可继续向右传递,当遇

到耦合点时,按照 (18)式进行类似变换,直至传递

到整个转子系统的末端截面,根据末端截面条件,

列出转子系统的频率方程。

2. 3　临界转速与振型的确定

　　递推求得末端截面上的R iccat i传递矩阵Sm

后,根据终止端的边界条件可建立如 (10)式所示

的关系。其系数矩阵应满足∃= detSm = 0,即为双

转子系统频率方程。在给定误差精度下,采用二分

法或者弦割法求出系统的各阶固有频率8 c,然后

根据 (10)式和 (9)式的递推关系可求得相应的转

子系统各截面上的状态参数。通过归一化处理,可

得到双转子系统的振型。

3　计算实例

　　图3所示为具有2个中介支承的双转子系统

计算模型,转子系统的原始数据见文献[ 9 ]。

图 3　具有 2个中介支承的双转子系统计算模型

F ig. 3　A tw in2ro to r system w ith tw o

in tershaft bearings

应用本文方法计算得到的双转子系统临界转

速结果列于表1。
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表 1　固有频率计算结果 (正向涡动, radös)

Table 1　The computationa l results of example (F)

阶数 本方法解 精确解 误差ö%

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

4001736

8941418

1 4331098

1 8291754

2 1191297

3 0561711

3 4221409

3 7211977

4 7521989

12 0331944

4001436

8941410

1 4321092

1 8291741

2 1191298

3 0561654

3 4221186

3 7211941

4 7521938

12 0331929

01074 9

01000 8

01070 2

01000 7

01000 0

01001 8

01006 5

01001 0

01001 1

01000 1

　　文献[ 5 ]给出了使用整体传递矩阵法计算该

实例的固有频率结果。通过与表 1中的结果比较

可知,本文方法的计算精度总体上优于整体传递

矩阵法;通过进一步计算发现,当2个转子之间的

连接刚度取得较大时,本文方法与整体传递矩阵

法相比,具有较好数值稳定性。

4　结　论

　　 (1) 本文提出的方法较好的解决了传统传递

矩阵法计算临界转速时数值溢出、振型畸变等缺

点; 解决了计算临界转速时发生错根和漏根的技

术难题。

( 2) 应用本文研究得到的方法和计算公式,

同时发挥了整体传递矩阵法和R iccat i变换的优

点,编程容易、计算精度高,具有良好的数值稳定

性。
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