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非线性支承转子的动平衡
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摘要: 影响系数法是利用线性系统中校正量和被测量之间的线性关系进行转子动平衡。实际应用中,转子系

统往往是支承在具有非线性刚度的轴承上。由于线性假设不成立,直接使用影响系数法进行转子动平衡将十

分困难。本文运用L agrange方程和柔度影响系数,建立了非线性支承多盘转子系统的动平衡计算模型,提出

了运用优化算法对非线性系统进行等效线性化来平衡非线性支承转子的方法。计算实例表明转子由不平衡

量引起的振动得到了大幅度减少,达到了非线性支承转子动平衡的目的,效果良好。

关　键　词: 航空、航天推进系统; 转子动平衡; 非线性支承; 影响系数法; 转子动力学

中图分类号: TH 113125　　　　　文献标识码: A

Rotor Ba lanc ing Tak ing Non l inear Stiffness

Character ist ics in to Accoun t
TAN G Yun2b ing, LU O Gu i2huo , ZHAN G J ing2xuan, GAO D e2p ing

(Co llege of Energy and Pow er Engineering,

N an jing U n iversity of A eronau t ics and A stronau t ics,N an jing 210026, Ch ina)

Abstract: T he linear rela t ion sh ip betw een the co rrected value and m easu red value is

u sed to balance the ro to r in the influence coeff icien t m ethod. W hen ro to r are suppo rted on the

bearings having non linear st iffness characterist ics, it w ou ld be diff icu lt to balance the ro to rs

since linear hypo thesis w ou ld no t be valid. T he mo tion equat ion of a m u lt ip le2degree ro to r

system is fo rm u la ted by u sing L agrange equat ion and flex ib ility influence coeff icien ts. T he e2
qu ivalen t lineariza t ion model of the non linear m u lt ip le2degree system is u sed to balance the

non linear system in th is paper. T he examp le show s that the vib ra t ion respon se cau sed by un2
balance m ass reduces great ly and the m ethod developed in th is paper is successfu l.
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　　转子振动过大会直接危及机组的安全运行。

引起转子振动过大的因素很多,如转子不平衡、油

膜失稳、碰摩、转子内阻、以及转子不对中等,其中

尤以转子不平衡引起的振动最为普遍,所以高速

旋转机械的转子都必须进行严格的动平衡。

现有的柔性转子动平衡方法可分为两大类:

振型平衡法和影响系数法。其中影响系数法操作

简单,使用灵活,尤其适用于与计算机结合,辅助

计算平衡量,使平衡工作趋于自动化,在转子动平

衡中得到了广泛应用。然而利用影响系数法进行

转子动平衡计算时,转子模型中采用了线性假设,

但实际转子却常常受到非线性因素的影响。例如



高速旋转机械,尤其是微小型航空发动机中广泛

采用的滚动轴承,其刚度特性就是非线性的。为了

提高动平衡精度,需要考虑轴承非线性刚度的影

响。应用非线性理论研究转子—轴承—基础系统

的非线性动力学特性已成为当前非线性转子动力

学研究的主要内容[1 ]。许多文献讨论了非线性因

素对转子动平衡的影响[2 ]方法,但大量实践表明

非线性转子系统的动平衡相当困难。

1　非线性支承转子的运动方程

　　研究非线性支承转子的动平衡方法,首先要

建立非线性支承转子的运动方程。图 1为两端分

别支承在非线性轴承上的多盘转子系统[3 ]。

一般情况下滚动轴承的阻尼比较小。为了简

化计算,方程推导中忽略了阻尼和陀螺力矩的影

响。用L agrange方程和柔度法建立多盘转子系统

的运动方程[4 ]。由于势能中含有变形的高次项,所

以方程为非线性的。

图 1　非线性支承的多盘转子系统

F ig. 1　M ulti2m ass ro to r system suppo rted on

nonlinear bearings

　　转子的势能由轴承变形和转轴的弹性变形

两部分组成。用 x i 和 y i 表示转子的变形, x
3
i 和

y
3
i 表示轴承变形引起的转子变形。因此,转轴引

起的转子的弹性变形可用{u}x 和{u}y 表示:

{u}x = (x 1 - x 3
1 , x 2 - x 3

2 ,⋯, x n - x 3
n ) T (1)

{u}y = (y 1 - y 3
1 , y 2 - y 3

2 ,⋯, y n - y 3
n ) T (2)

　　滚动轴承的非线性支承刚性可表示为具有二次非线性项[5 ] ,如式 (3)所示。

K 1B
x x = k 1B

x x + Ε1B x 2
0　　,　　K 1B

y y = k 1B
y y + Ε1B y 2

0

K 2B
x x = k 2B

x x + Ε2B x 2
n+ 1　　,　　K 2B

y y = k 2B
y y + Ε2B y 2

n+ 1

(3)

　　轴承变形的势能为:

V 1 =∫
x 0

0
(K 1B

x x x ) dx +∫
y 0

0
(K 1B

y y y ) dy +∫
x n+ 1

0
(K 2B

x x x ) dx +∫
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0
(K 2B

y y y ) dy =
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0
(k 1B

x x x + Ε1B x 3) dx +∫
y 0

0
(k 1B

y y y + Ε1B y 3) dy +

∫
x n+ 1

0
(k 2B

x x x + Ε2B x 3) dx +∫
y n+ 1

0
(k 2B

y y y + Ε2B y 3) dy (4)

　　转子弹性变形的势能为:

V 2 =
1
2

{u}T
x [Ks ]{u}x +

1
2

{u}T
y [Ks ]{u}y (5)

其中, [Ks ]为轴的刚度系数矩阵。

所以,转子的总势能V 为:

V = V 1 + V 2 (6)

　　系统的动能表示为:

T = 6
n

i= 1

1
2

m i
d
d t

[x t + rico s (Ξt + 5 i) ]
2

+ 6
n

i= 1

1
2

m i
d
d t

[y i + r i sin (Ξt + 5 i) ]
2

(7)

　　引入L agrange函数为:

L = T - V (8)

　　L agrange运动方程可表示如下:

d
d t

5L

5 qαi

-
5L
5 q i

+
5 Υ
5 q i

= F i (9)

其中, i= 1,⋯, n。方程中 F i 表示不平衡力, q i 是 通用坐标, Υ表示粘性扩散项。对本文研究的转子

106第　4　期 唐云冰等: 非线性支承转子的动平衡



而言,没有粘性扩散项,故 5 Υö5 q i= 0。

将方程 (6)、(7)代入方程 (9) ,可得转子系统

的运动方程:

[M ]

xβ0

yβ0

�
xβn+ 1

yβn+ 1

+ [K ]

x 0

y 0

�
x n+ 1

y n+ 1

= [F ] (10)

　　当转子为图 1 所示的支承结构时, [F ]可表

示为:

[F ] =

0

0

m 2 r2Ξ2co s (Ξt + Υ2)

m 2 r2Ξ2 sin (Ξt + Υ2)

�
m n rnΞ2co s (Ξt + Υn)

m n rnΞ2 sin (Ξt + Υn)

0

0

(11)

[K ] = {[D 1 ] + [D 2 ]}- 1 (12)

其中: [D 1 ]表示由轴承变形引起的转子的柔度矩

阵, [D 2 ]表示由轴变形引起的转子的柔度矩阵。

2　非线性系统的等效线性化

2. 1　等效线性化方法

　　利用等效线性化方法可以等效非线性系统。

为了等效非线性系统,需解出非线性系统的数值

解{X jk ( t) }R , 然后假定一个等效线性系统, 即假

定刚度和阻尼参数, 求出等效的线性响应{X j k

( t) }E q。定义两者误差为[6 ]:

ejk = {X jk ( t) }R - {X j k ( t) }E q (13)

　　定义目标函数为:

U = 6
n

k= 1
6

N

j= 1
e2

jk (14)

其中: 下标 j , k 分别表示在时间 T 内所选取的点

数和系统的自由度。当U→0,非线性系统就可以

用等效线性系统代替。

对于等效系统定义矢量{P }:

{P } = (K 1, C 1,⋯, K n , C n) T (15)

　　此处的 K k , C k (k = 1,⋯, n )分别为各自由度

下的刚度系数和阻尼系数。

因此,对 n 自由度系统,求解步骤如下:

(1) 由方程 (15)假定矢量{P },并确定刚度系

数和阻尼系数的上下限;

(2) 通过模态分析法求出系统的解 {X jk

( t) }Eq,其中含有刚度和阻尼系数等未知量;

(3) 由数值积分法求出时间 T 内的非线性响

应的数值解{X jk ( t) }R ;

(4) 根据方程 (14) ,计算U ;

(5) 通过优化方法,求U 取最小值时的等效

线性参数 K k , C k。

以刚度非线性的单自由度系统为例进行计

算。运动方程表示为:

m xβ+ cxα+ kx + k 3 x 3 = F 0 sin Ξt (16)

设:

m = 150 g　,　F 0 = 4 448 N　,

Ξ = 30 radös　,　c = 10 000 N söm　,

k = 1 500 N öm　,　k 3 = 110× 1010 N öm 3

　初始条件:

x (0) = 01015 m　,　xα(0) = 0 m ös

图 2　振动响应曲线图

F ig. 2　T he figure of vib rat ion response

计算时间范围为 0～ 1 s,时间间隔 ∃ t为 01001 s。

等效线性后的刚度系数 k E q = 51264 8×105 N ö

m。使用R unge2Ku tta 法计算的非线性响应与等

效后的线性响应如图 2所示。由图 2可以看出两

者的响应曲线很快趋向一致,表明计算的等效刚

度能够等效原来的非线性系统。

2. 2　多盘转子运动方程的求解

　　为了求出多盘转子系统的等效的线性响应

{X j k ( t) }Eq,将方程 (10)改写如下:

[M ]

xβ0

yβ0

�
xβn+ 1

yβn+ 1

+ [K ]E q

x 0

y 0

�
x n+ 1

y n+ 1

= [F ] (17)

令:
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x i = X
ψ

ie
iΞt　,　y i = Y

ψ
ie

iΞt　,　F i = F
ψ

ie
iΞt (18)

　　将式 (18)代入式 (17) ,可得:

X
ψ

0

Y
ψ

0

�
X
ψ

n+ 1

Y
ψ

n+ 1

= [ - Ξ2 [M ] + [K ]E q ]- 1 [F
ψ

] (19)

x 0

y 0

�
x n+ 1

y n+ 1

= R e eiΞt

X
ψ

0

Y
ψ

0

�
X
ψ

n+ 1

Y
ψ

n+ 1

(20)

　　 (20)式即为非线性支承多盘转子等效线性系

统的解{X j k ( t) }E q。

3　非线性支承转子的动平衡方法

3. 1　动平衡步骤

　　进行非线性支承转子动平衡时,先按第一节

的方法建立非线性运动方程,再用第二节的方法

在平衡转速下对非线性系统进行等效线性化,求

出其等效刚度,然后用线性系统计算该转速下由

不平衡力引起的响应,最后采用影响系数法求出

等效线性系统的配重量,使等效线性系统的响应

减少到可接受的水平,用计算的平衡校正量对非

线性转子进行平衡。具体步骤总结如下:

(1) 建立非线性支承转子的运动方程;

(2) 求非线性方程的数值解;

(3) 建立等效线性系统方程组;

( 4) 确定转子的平衡转速,在平衡转速下用

优化方法对非线性系统进行等效线性化,求出等

效刚度;

( 5) 在平衡转速下,用等效刚度求转子系统

校正面处的振动峰值,将其作为初始不平衡量;

( 6) 在各个校正平面上施加试重,利用等效

刚度求出系统的响应,计算转子动平衡所需的影

响系数;

(7) 利用影响系数法完成转子动平衡。

3. 2　计算实例

　　实例分析的模型为两支承外伸悬臂多盘转

子,如图 3所示。采用向心球轴承作为支承,支承

刚度具有非线性。这种结构的模型适合多种实际

转子如微型发动机转子、高速磨头转子、离心机转

子等。研究这种结构形式的转子模型既有力学典

型性,又不失应用的广泛性。

假设m 1 和m 6 的质量为 3 kg, m 3 和m 4 的质

量为 2 kg,轴承处m 2 和m 5 的质量均为 011 kg。k

为 115×107 N öm。k
3 为 1×1014N öm 3。m 1, m 2,

m 3, m 4, m 5, m 6 对应的平面分别记为É , Ê , Ë ,

Ì , Í和Î ,平衡转速为 5 000 röm in。

图 3　转子系统图

F ig. 3　T he figure of ro to r system

图 4　m 2处的响应曲线

F ig. 4　V ibration response of m 2

(1) 按照本文介绍的方法,计算该转子系统

在 5 000 röm in 时的等效刚度。计算结果为:

306第　4　期 唐云冰等: 非线性支承转子的动平衡



(K 1B
x x ) E q = 21013 1× 107 N öm

(K 1B
y y ) E q = 21019 3× 107 N öm

(K 2B
x x ) E q = 21023 5× 107 N öm

(K 2B
y y ) E q = 21018 4× 107 N öm

　　图 4是m 2 处等效前后的响应曲线。

表 1　初始不平衡量

Table 1　In itia l unbalance

平面 大小ö(kg·m ) 角度ö(°)

É

Ë

Ì

Î

01000 6

01000 2

01000 2

01000 6

88

165

165

88

(2) 利用影响系数法进行转子动平衡。初始

不平衡量见表 1,初始振动值见表 2。平衡时测量

点选取在É , Ê , Ë , Ì , Í 和Î ,校正平面选取在

É , Ë和Î。

表 2　初始振动值

Table 2　In itia l va lue of v ibration

测点 复数振幅ö10- 3m

Z 10

Z 20

Z 30

Z 40

Z 50

Z 60

01138 5

01000 6

- 01100 5

- 01100 5

01000 6

01138 5

01558 4i

01022 3i

- 01342 3i

- 01342 3i

01022 3i

01558 4i

表 3　平衡数据

Table 3　Balanc ing data

试重量 1 试重量 2 试重量 3

平面

É

大小ö(kg·m )

01000 5

角度ö(°)

0

平面

Ë

大小ö(kg·m )

01000 5

角度ö(°)

0

平面

Î

大小ö(kg·m )

01000 5

角度ö(°)

0

测点 复数振幅ö10- 3m 测点 复数振幅ö10- 3m 测点 复数振幅ö10- 3m

Z 11

Z 21

Z 31

Z 41

Z 51

Z 61

01429 4

01017 7

- 01257 5

- 01248 6

01002 1

01339 7

01558 4i

01022 3i

- 01342 3i

- 01342 3i

01022 3i

01558 4i

Z 12

Z 22

Z 32

Z 42

Z 52

Z 62

- 01018 5

01002 3

01017 8

01008 3

- 01000 7

- 01009 6

01558 4i

01022 3i

- 01342 3i

- 01342 3i

01022 3i

01558 4i

Z 13

Z 23

Z 33

Z 43

Z 53

Z 63

01339 7

01002 1

- 01248 6

- 01257 5

01017 6

01429 1

01558 4i

01022 3i

- 01342 3i

- 01342 3i

01022 3i

01558 4i

　　为了求得转子系统的影响系数,分别在É , Ë
和Î平衡面上加试重,得到转子的响应见表 3。用

最小二乘影响系数法算得 3 个校正面的配重

量[7 ]。计算结果见表 4。表 5给出了平衡前后转子

在一阶 (5 000 röm in)和二阶 (8 000 röm in)临界

转速附近的不平衡响应。

表 4　平衡面配重

Table 4　Correction mass

平面 É Ë Î

配重ö10- 3 (kg·m )

相位ö(°)

01601 7

26818

01370 5

34417

01595 8

26513

表 5　平衡结果

Table 5　Result of ba lanc ing

转速ö
(röm in)

平面
初始不平衡

响应ö10- 3m

平衡后响应

ö10- 3m

5 000

É

Ë

Ì

Î

01575 3

01356 7

01356 7

01575 3

01002 0

01001 3

01022 5

01029 0

8 000

É

Ë

Ì

Î

01286 6

01235 9

01235 8

01285 7

01007 6

01003 3

01006 0

01031 3
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4　结　论

　　建立了非线性支承多盘转子系统动平衡的计

算模型,并运用优化方法等效非线性系统得到了

等效刚度,最后采用等效后的线性模型平衡了非

线性转子。平衡结果表明采用等效线性化的方法,

能够平衡非线性支承的多盘转子系统,平衡后转

子系统的振幅得到了大幅度的降低,平衡效果良

好。
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