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凸肩结构对叶片的干摩擦减振研究
——理论方法
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摘要: 提出了一套求解带凸肩结构叶片非线性响应的时频转换方法。该方法应用数值轨迹跟踪法计算凸肩

复杂接触面内的非线性摩擦力, 并将其与频域内的谐波平衡法、动柔度法相结合求解带凸肩结构叶片的非线

性响应, 方法能够考虑叶片高阶振型以及响应高次谐波的影响, 为带凸肩叶片的设计及故障诊断奠定了理论

基础。
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Abstract: A new appr oach w as developed to solve the nonlinear responses o f the blades

w ith shrouds. T ransforming the calculat ion betw een frequency domain and time domain w as

necessary . The nonlinear fr ict ion for ces were calculated betw een complicated f rict ion inter-

faces o f the shr ouds by t racing the t rajectory of the contact point . This numer ical method w as

combined w ith the harmonic balance method and the dynam ic compl iance method to solve the

nonlinear responses o f the blades. T he ef fects of blade high order vibr at ion modes and the

high harmonic components of the blade response w er e taken into account . This theoret ical

method can be applied to design and fault diagnosis of the blades w ith shrouds.
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　　为避免航空发动机风扇叶片由于共振或谐共

振发生高周疲劳破坏, 经常采用凸肩结构增加叶

片间的摩擦阻尼对叶片进行减振。由于凸肩接触

面与叶片具有一定的角度, 相临凸肩接触面之间



的距离随叶片振动而周期性变化, 导致接触面间

的法向压力与接触摩擦力具有复杂的非线性特

性,从而使带凸肩结构的叶片系统成为强非线性

振动系统。任勇生
[ 1]
研究叶片凸肩的减振效果时,

未考虑接触面正压力变化所带来的影响,并假设

接触面内的接触相对运动为直线。Meng
[ 2]研究凸

肩结构优化时假设接触面内的一维相对运动与法

向正压力的变化同相位。Yang
[ 3]
分析了当接触面

内的一维相对运动与正压力变化不同相位时凸肩

的减振效果, 方法中需要判断10种接触状态的转

换关系,某些转换时刻的判断包括迭代求解微分

方程;此后, Yang
[ 4]研究了凸肩接触面的三维接

触运动,假设接触面内的二维运动为椭圆, 接触面

法向压力与接触面内两个方向切向运动的耦合分

别考虑。综上所述,需要进一步研究凸肩接触面摩

擦力的计算方法以及相应的叶片非线性振动响应

的求解方法, 为分析凸肩结构的减振效果、指导凸

肩结构的设计以及带凸肩叶片的故障诊断奠定基

础。

1　凸肩接触面摩擦力的求解

　　　——轨迹跟踪法

　　带凸肩叶片结构见图1,工作时靠叶片扭转恢

复力使凸肩接触面之间产生正压力。当叶片发生

振动时,凸肩接触面间的正压力不断变化, 导致摩

擦力的求解需要采用三维接触模型。由于凸肩接

触面间的摩擦力与叶片振动响应相互影响, 导致

接触面状态、接触摩擦力以及叶片的振动响应必

须通过迭代方法进行求解。

图1　带凸肩叶片结构

F ig . 1　The structure o f blades with shr ouds

分析模型见图2及图3。设已求得迭代过程中

某次迭代后接触点对的振动位移。如图2所示, 1、

2点为物体A 和物体B上的对应接触点。计算考

虑摩擦前对应接触点在一个振动周期内的相对位

移 x
r
, y

r
和 z

r
, 并将其定义为接触点间的给定相对

位移。对于平面接触问题,法向正压力在振动过程

中保持不变,对于三维接触问题 k 时刻的法向压

力N k 可由公式1来计算:

图2　接触点对的相对运动

F ig . 2　Relativ e movement of the contact po ints

图3　接触模型

F ig . 3　Contact model

若 N k 等于零,则接触面在此时刻发生分离,

接触点摩擦力等于零。

N k =

N 0 + kz z
r
k　　z

r
k ≥-

N 0

kz

0　　　　　　z
r
k ≤-

N 0

kz

( 1)

其中: N k 为 k 时刻接触面法向正压力; N 0为接触

面初始法向正压力; kz 为接触面的法向刚度; z
r
k

为 k 时刻接触面的法向相对运动。

考虑接触面间的接触弹性, 接触点1及2之间

存在如图3所示的接触元件, 接触切向刚度为 kd ,

法向正压力为N ,摩擦系数为�, 接触点间可以承
受的临界摩擦力等于�N。以物体B上接触点2做

为动态局部坐标系的原点,则物体A 上接触点 1

的运动可以通过接触点1、2之间的相对运动 x
r ,

y
r
, z

r
进行描述。如图3用a点的运动x

a
, y

a
和z

a
描

述1、2点间的相对运动, 即 x
a= x

r , y
a= y

r 和 z
a=

z
r
。设接触点2为滑动触点, 用b点的运动x

b
和y

b

描述滑动触点相对于局部坐标原点的滑动位移。

滑动位移 x
b 和 y

b 可以由接触点间的给定相对位

移 x
a, ya和 z

a唯一决定。b 点的位移确定后,接触

摩擦力的大小和方向即可由a、b点之间的相对位

移即弹簧的变形量及方向进一步计算获得。

例如假设已知 k 时刻 b点在局部坐标系下的
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位移x
b
( k )和y

b
( k) ,由z

a
( k+ 1)及接触面法向刚度

kn 计算 k+ 1时刻接触面间能够提供的临界摩擦

力f lim ,根据x
a
( k+ 1) , y

a
( k+ 1)与x

b
( k)和y

b
( k)之

间的距离以及 kd 计算此时接触点间的作用力, 将

其与f lim相对比, 若小于 f lim则触点不滑动, x
b( k+

1) = x
b
( k) , y

b
( k+ 1) = y

b
( k ) ,否则接触点 b相对2

点产生滑动, 滑动方向指向a点,滑动距离使得接

触点间的作用力等于 f lim即�N ( k+ 1)。按照此原

则跟踪b点的位移, 直到相邻两周期内b点的位移

差值满足收敛条件。确定 b点位移后,可用式( 2)

计算一个运动周期内不同时刻接触点间摩擦力的

大小和方向。

d ( a, b) = ( x a - x
b) 2 + ( y a - y

b) 2

f = kd × d( a, b)

�= arctan
x

a
- x

b

y
a
- y

b

　( x a - x
b > 0)

�=  + arctan
x
a - x

b

y
a - y

b

　　( x a - x
b < 0)

( 2)

式中: �为摩擦力方向与给定相对位移之间的夹
角。

这里所提出的数值方法是通过计算滑动触点

的运动轨迹进而求得接触点间摩擦力的大小和方

向。无论接触点间的相对运动是一维、二维还是三

维该方法均可应用,而且可以方便地考虑接触面

法向运动与接触面内二维接触运动之间的耦合作

用。

2　带凸肩叶片非线性响应的求解

　　带凸肩结构的叶片系统为强非线性系统。以

谐波平衡法为基础的时频转换方法就是在时域内

求解接触非线性摩擦力, 并对其进行谐波分解线

性化处理;在频域内利用柔度矩阵求解叶片在线

性激振力及线性化的摩擦力作用下的响应。具体

方法如下:

设叶片- 阻尼器的系统方程为:

Mx
�+ Cx

�+ Kx = q( t) + f ( x, x�, t) ( 3)

其中M, C和K分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度

矩阵, 由不考虑凸肩接触阻尼情况下的叶片各阶

模态质量、模态阻尼、模态刚度组成。x 为结构自

由度的振动位移向量, q( t )为作用于结构上的线

性激振力, f ( x, x�, t )为接触面上产生的非线性摩

擦力,是接触区振动位移与时间的函数。非线性计

算的迭代过程简单地描述如下:

Xh ( h = 1, 2,⋯, H ) → x( t ) → f ( x, x�, t) →

Fh ( h = 0, 1, 2,⋯, H )

其中:

x( t ) = �
H

h= 0
Xhe

j h!t ( 4)

Fh = Ah + iBh =

2
T∫

T

0
f ( x, x�, t ) e- j h!tdt ( 5)

式中: h为谐波次数, H 为所考虑的最大谐波数,

T = 2 / !为振动周期。上述迭代过程直至两个相
邻周期的叶片响应x( t)及接触力f ( x, x�, t )满足收
敛条件为止。迭代计算过程中由 Xh ( h= 0, 1, 2,

⋯, H )计算x( t )或由f ( x, x�, t)计算Fh ( 0, 1, 2,⋯,

H )均采用傅立叶变换完成,由x( t)计算 f ( x, x�, t)
采用本文给出的在时域内进行的数值轨迹跟踪方

法。由Fh ( 0, 1, 2, ⋯, H )计算X h( 0, 1, 2,⋯, H )采

用下列在频域内进行的动柔度方法。对于带凸肩

结构叶片系统, 非线性耦合只存在于凸肩接触区

内的自由度,接触区外仍为线性自由度,因此在非

线性计算中将迭代求解控制在接触区内的自由

度。

假设凸肩接触面内的接触点对共同构成非线

性子结构a,除此之外的结构为线性子结构b,叶片

结构系统中的自由度是非线性自由度x
( a)
和线性

自由度x
( b)的组合,结构所有自由度的振动位移向

量和非线性摩擦力向量可以表示如下:

x =
x

( a)

x
( b)

f ( x, x�, t) =
f

( a)
( x

( a)
, x�( a) , t )
0

　　在不考虑摩擦的情况下,对叶片结构进行有

限元动态分析。假设只考虑前P 阶振型对响应的

影响。求得各阶振动的固有频率!p 和振型∀ p ,并

假设系统各阶振动的粘性阻尼均为比例阻尼 cp。

将位移向量的各次谐波分量表示为动柔度矩阵与

作用力对应谐波分量的乘积。

X h = Rh(Qh + Fh )

( h = 0, 1, 2,⋯, H ) ( 6)

　　公式( 6)中:

Qh = 2
T∫

T

0
q( t ) e- j h!tdt

　　Rh为对应h次谐波的动柔度矩阵:
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Rh =
##T

K
~ - M

~ ( h!) 2 + i( h!) C~

其中: K~ ,M~ 和C
~ 为解耦的刚度矩阵、质量矩阵及阻尼矩阵, 均为P×P 的对角矩阵。

将非线性自由度、线性自由度的谐波分量分别表示:

X
( a)
h

X
( b)
h

=
R

( a, a)
h 　R( a, b)

h

R
( b, a)
h 　R( b, b)

h

Q
( a)
h + F

( a)
h

Q
( b)
h

　　　　( h = 0, 1, 2⋯, H ) ( 7)

则:

X
( a)
h = R

( a, Q)
h Qh + R

( a, a)
h F

( a)
h

X
( b)
h = R

( b, Q )
h Qh + R

( b, a)
h F

( a)
h

　　　　( h = 0, 1, 2⋯, H ) ( 8)

式中: F
( a)
h 是x

( a) , x�( a)的函数, x
( a)是X

( a)
h ( h= 0, 1, 2

⋯, H )的函数, 故F
( a)
h 是X

( a)
h ( h= 0, 1, 2⋯, H )的

函数,因此可以只对公式( 8)中的第一组式子进行

非线性迭代,求得非线性摩擦力的前H 阶谐波分

量F
( a)
h 后, 再将其代入公式( 8)的第二个式子求解

线性自由度的响应。从而大大降低了非线性计算

的规模。

需要指出的是F
(a)
h 是X

( a)
h ( h= 0, 1, 2⋯, H )的

函数, 而不仅仅是叶片响应中对应谐波次数的函

数,即各个谐波分量之间是相互耦合的。Meng [ 5]

在研究平面二维运动时提出了椭圆假设,这种方

法可进一步推广用来研究高次谐波振动,但在这

种假设下,各次谐波分量之间相互独立,没有考虑

各次谐波之间的耦合作用。本文通过将响应的各

次谐波分量在时域上进行迭加,再对迭加后的响

应时域波形进行数值跟踪求解摩擦力可以很好地

考虑摩擦力高次谐波之间的耦合作用。

应用动柔度方法求解叶片响应可以考虑叶片

多阶振型的影响,但必须注意的是对于非线性系

统,振型迭加法已不能直接应用,以下阐明其原因

并给出处理方法。计算叶片有限元模型前P 阶的

固有频率及振型, 仅提取各阶振型向量中的m 个

自由度对应的振型,其中包括接触区 a中的非线

性自由度、线性激振力作用的自由度以及对响应

感兴趣的自由度。提取的振型矩阵#表示为:

# = [#1　#2　⋯　#P ]

　　以h次谐波为例,将第h次谐波对应的柔度矩

阵写成下列分量形式: 第一个下标h为谐波数, 第

二个下标为振型数。

[ Rh 1　Rh2　⋯　RhP] =

#1#1T

K 1 - M 1( h!) 2
+ iC1( h!)

　　
#2#2 T

K 2 - M 2( h!) 2
+ iC2 ( h!)

　　⋯　　
#P#PT

K P - M P( h!) 2
+ iCP ( h!)

　　叶片各阶振动响应的分量形式为:

[ X h1　Xh 2　⋯　X hP ]

　　作用于各阶振动的线性力都等于Qh ,故分量

形式为:

[Qh　Qh　⋯　Qh]

　　由叶片各阶振动响应导致的非线性摩擦力线

性化后的分量形式:

[ Fh1　Fh2　⋯　FhP ]

　　将各参数的分量形式带入公式( 6)中得到叶

片不同振型的响应计算公式:

X h1 = Rh1(Qh + Fh1 )

X h2 = Rh2(Qh + Fh2 )

　　　　 

X hP = RhP(Qh + FhP )

( 9)

　　各自由度振动响应等于各阶振动响应收敛的

迭加:

X h = X h1 + Xh2 + ⋯ + XhP ( 10)

　　只有各阶振动产生的非线性摩擦力相同时,

才能够直接应用系统迭加原理。事实上,在相同线

性力的作用下,由于各阶的动柔度系数互不相同,

各阶对应自由度的振动响应互不相同,而摩擦力

是相应各阶响应的函数, 必然也互不相同,即 Fhi

不等于Fhj。因此不能够直接应用系统迭加原理进

行响应及摩擦力的计算, 而必须针对各阶振动分

别进行迭代求解,最后将各阶迭代的结果进行累

加计算非线性响应及非线性摩擦力。以上仅以第

h 次谐波说明非线性迭代计算时必须各阶振动分

别进行迭代, 在实际计算中对每阶振动迭代求解

时必须注意要同时考虑多次谐波之间的耦合, 即

多次谐波需同时进行迭代。某频率下带凸肩叶片

的非线性振动响应的求解过程见图4。
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图4　某频率下叶片非线性响应迭代过程

F ig . 4　The it erative pr ocess o f the blade nonlinea r r esponse fo r som e frequency

3　方法验证

　　由于复杂三维接触运动无法获得解析解, 故

以接触圆运动为例,验证求解接触摩擦力的数值

轨迹跟踪法的正确性。设给定相对圆运动的半径

为 4mm, 临界滑动距离分别为 1 mm, 2mm 和 3

mm ,则接触面发生全滑动, 摩擦力方向与给定相

对位移之间的夹角�的精确解及数值解见表1。理

论解的推导由于篇幅问题在此不再赘述,详见参

考文献[ 6] ,数值解在获得滑动触点轨迹后由公式

( 2)计算,由表1 可见用数值方法进行求解, 当时

间间隔取得较小时,可以达到很高的计算精度。从

而验证了数值轨迹跟踪法的正确性。

直接对带凸肩结构叶片进行实验测试来验证

理论方法比较困难。这是由于凸肩接触面之间的

正压力必须通过一定的夹持装置进行施加, 而夹

持装置与凸肩之间的接触摩擦力将对实验叶片的

图5　不同接触压力下叶片一阶弯曲响应的实验结果

F ig . 5　Experimental r esults o f the fir st order

bending r esponse o f the blade under

different cont act no rm al fo rce
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表 1　�角的理论解与数值解

Table 1　Analytic results and numerical results of angle �

临界距离 精确解 ∃ t= T / 20 ∃ t= T / 90 ∃ t= T / 180 ∃t= T / 360

1

2

3

104. 48°

120°

138. 9°

113. 3°( 8. 44% )

128. 59°( 7. 16% )

146. 80°( 5. 69% )

106. 47°( 1. 9% )

121. 98°( 1. 65% )

140. 55°( 1. 19% )

105. 48°( 0. 96% )

121°( 0. 83% )

139. 58°( 0. 49% )

104. 98°( 0. 48% )

120. 5°( 0. 42% )

139. 1°( 0. 14% )

振动响应产生很大的影响, 增加参与实验的叶片

数目并测量中间叶片的响应也只是能够减少夹持

装置的影响。故所测叶片模型的振动响应难以与

理论计算结果进行对照。相比之下,在实验室中进

行实验时,叶片缘板摩擦阻尼块的施力装置对叶

片振动的影响很小,而带缘板摩擦阻尼器叶片的

非线性响应求解同样采用本文所提出的时频转换

方法。故通过对带缘板阻尼块的两平板叶片响应

的实验测试与理论计算结果对比来验证理论方法

的正确性。图5和图6分别为实验叶片一阶弯曲响

应的实验测试结果和理论计算结果。

图6　不同接触压力下叶片一阶弯曲响应的计算结果

F ig . 6　Ca lculat ing r esults of t he first o rder

bending r esponse o f the blade under

different cont act no rma l fo rce

由图5及图6可见,计算结果与测试结果具有

相同的规律, 均存在一个最优接触正压力使响应

峰值达到最小且最优正压力的大小吻合很好。计

算结果与测试结果存在差异的主要原因是没有考

虑接触面刚度随着接触正压力的变化而变化。该

误差可以通过进一步分析接触面刚度的非线性特

性得以消减。上述结果证明了理论计算方法的正

确性。

4　结　论

　　本文将谐波平衡法、动柔度法以及非线性摩

擦力的数值轨迹跟踪法相结合,发展了一种求解

带干摩擦阻尼结构叶片非线性响应的时频转换方

法。通过算例和实验分别验证了数值轨迹跟踪法

求解接触摩擦力、叶片非线性响应求解方法的正

确性。该方法应用动柔度法与谐波平衡法很好地

利用了叶片- 凸肩阻尼结构局部非线性的特点;

在时域内充分利用了数值轨迹跟踪法求解非线性

摩擦力的方便性和普遍适用性;该方法不但考虑

了凸肩接触面的三维复杂运动,而且更充分地考

虑了各接触运动方向之间的耦合、叶片非线性响

应中各次谐波之间的耦合以及叶片高阶振型的影

响,为分析凸肩结构的减振效果、指导凸肩结构设

计以及带凸肩叶片的故障诊断提供了理论方法。
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