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摘　　　要 : 在无屈服条件的粘塑性本构理论框架内 ,提出了关于内变量和内应力以及材料具有不同硬化趋

势的假设 ,并在 Bodner2Partom模型的基础上 ,发展了新的内变量演化模型 ,即双级硬化模型 ( Two Stages

Hardening , TSH模型)和多级硬化模型 (Multi2Stages Hardening ,MSH模型) ,提高了 Bodner2Partom模型对

同时模拟应变率相关单调拉伸和循环特性的精度 ,特别是增强了对 Ratcheting的模拟能力 ,使得无屈服条件

的本构方程以较高精度模拟 Ratcheting成为可能.并将 TSH模型和 MSH 模型用于 Udimet720Li 材料高温

非弹性变形特征的描述 , TSH模型改善了 B2P模型在模拟单调拉伸和循环硬化方面的精度 ,但 MSH模型在

描述非对称循环载荷下平均应力松弛和 Ratcheting应变方面具有更强的能力.
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Abstract : In the f ramework of visco2plastic constit utive t heory without yield condition ,

some assumptions dealing with internal variables ,internal st ress and different potential hard2
ening of material were used to develop new evolutionary equation of internal variables. Based

on t he Bodner2Partom model ,a two2stage hardening ( TSH) model and a multi2stage harden2
ing (MSH) model were established to improve t he accuracy of modeling st rain rate2depend2
ent tension and cyclic visco2plasticity ,especially for ratcheting. The TSH model improves the

precision of modeling monotonic tension and cyclic hardening , while the MSH model has

more capability of modeling cyclic mean st ress relaxation and ratcheting under asymmet ric

loading condition.
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　　航空发动机的热端部件在工作时经历着非常

复杂温度和机械载荷联合作用 ,对其材料在复杂

载荷下力学行为的准确建模 ,对于此类结构的强

度和寿命设计及分析是非常重要的.目前在材料
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的高温力学行为模拟研究中 ,一些基于细观过程

的、唯象的内变量粘塑性本构理论[ 123 ]得到了广泛

应用.虽然内变量在真实实验中不可测量 ,但由于

采用内变量法建立粘塑性本构模型所具有的优势

(可给出微观物理解释、便于有限元计算等) ,这一

类本构模型得到了很大发展.主要可以分为两种 :

一种是带屈服条件的本构模型 ,以 Chaboche 模

型[426 ]为代表 ( Walker 模型是其特例[6 ] ) ;另一种

是没有屈服条件和屈服函数的模型 ,以 Bodner2
Partom (B2P)模型[7210 ]和 Miller 模型[ 11 ]为代表.

在上世纪最后的 30年间 ,关于材料循环粘塑性本

构模拟虽然获得了很大进展 ,但是循环棘轮

( Ratcheting)现象的本构模型仍未完全解决.国

内外的学者在这方面作出了大量的研究 ,理论方

面主要是在 Chaboche模型的基础上针对硬化内

变量的演化形式进行 ,在无屈服条件的粘塑性理

论框架内的研究却很少.但屈服条件的存在可能

不好协调对单轴和多轴 Ratcheting 模拟精度之

间存在的矛盾[ 12 ] .要准确评估结构的变形 ,仍需

要发展更好的本构方程.

研究发现[10 ,13215 ] ,Bodner2Partom 统一粘塑

性理论仅用于模拟单调拉伸加载时能够给出非常

满意的结果 ,但是如果还要描述循环硬化或循环

软化时 ,面临的主要问题是 :1)对应力应变曲线的

描述有“过方”的特征[15217 ] ;2)循环硬化的初始几

个循环计算得到偏高的应力范围 ,而在随后的循

环过程中 ,很快就达到硬化饱和 ,这并不完全符合

实验事实 (文献[15 ]中图 2) .所以 ,改善本构模型

对 1)和 2)的模拟精度 ,并使之能够描述 Ratche2
ting现象 ,对于高温结构疲劳寿命分析具有重要

的现实意义.

因此 ,需要发展具有复杂结构、而又便于计算

机实现的粘塑性本构方程.本文在这方面进行了

探索.在 Bodner2Partom粘塑性统一本构理论的

基础上 ,提出了材料具有不同硬化趋势的假设 ,并

考虑硬化与动态恢复的非线性特征 ,发展了新的

与屈服条件无关的硬化准则. 通过对 Udimet

720Li材料循环粘塑性的模拟 ,对所建立的硬化

准则进行了验证.计算表明 ,多级硬化模型具有更

加强大的描述材料变形的能力 ,特别是加强了在

非对称循环加载下平均应力松弛和循环棘轮现象

的本构描述.

1　材料不同硬化趋势的假设

对于一维的 B2P模型来说 ,内变量 Z可以表

示成应力的函数[829 ]

Z =σ·f =σ·( S) 1/ 2 n (1)

其中 S = 2ln
2 D0

3ε·in
是非弹性应变的函数.反之 ,

也可以将应力表示成内变量 Z的函数

σ= Z( S) - 1/ 2 n (2)

　　将方程 (2)推广到三维应力状态 ,用一个具有

更广泛意义的函数 G

σij = G[ Z( W P) ,εinij ] (3)

来表示应力是内变量和非弹性应变的函数 ,这一

点与本构一般性原理中的决定论原理相一致 ,即

一点的应力状态仅取决于其变形历史.在 Bod2
ner2Partom粘塑性理论中 ,只用一个各向同性硬

化标量 ZI 和一个运动硬化标量 Z D 来表达材料

加载过程中发生的非弹性功硬化 ,其中运动硬化

标量实际是各向异性张量βij的度量.本文仍然假

设 Z是由两个表示不同硬化特征的标量组成 ,即

Z = Z I + ZD .

关于材料物理和原子位错机理的研究表明 :

当金属中产生非弹性变形时 ,就会诱发不同的内

应力作用在位错上[18220 ] .这就要求粘塑性本构模

型中必须包含能够表示这种作用机制的内变量.

方程 (3)的意义在于 ,可以将 Bodner2Partom模型

中的内变量 Z看作与这种内应力相伴的内变量

(具有应力的量纲) .因此提出 :

假设 (1) :金属材料在加载过程中 ,其内部存

在短程、中程和长程三种不同的硬化趋势 ,而不管

其是否与应力 (或其偏量)张量的方向有关 ,即这

些硬化趋势同时存在于各向同性硬化和运动硬化

中.

假设 (2) :方程 (3)中与硬化相关的内变量 Z

(即 ZI + ZD )是由不同部分所组成的 ,分别为长程

内变量、中程内变量和短程内变量 ,它们分别对应

材料硬化过程中的长程内应力、中程内应力和短

程内应力.

上述假设的一个重要推论就是 ,可以将应力

张量依照方程 (3)而划分为各向同性应力张量和

各向异性应力张量两部分 ,每部分对应着各自的

内变量.本文研究不同内变量进行组合的可能性 ,

并通过对 Udimet 720Li 合金高温变形特性本构

建模的研究 ,来验证其合理性.

2　双级硬化模型及其模拟结果

可以认为表示各向同性硬化的内变量 ZI 是

由遵循方程 (3)的长程内应力和短程内应力两部
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分组成的 ,而运动硬化内变量 ZD 仍然只与一种

内应力相伴 ,即

ZI = ZI
L + ZI

S (4)

　　其中长程内变量 Z I
L 描述加载过程中 ,材料

所具有的缓慢变化的硬化特性 ,而短程内变量 ZI
S

描述加载过程中迅速变化的硬化特性 ,图 1 很好

地说明了这种物理含义.在单调拉伸加载时 ,短程

的各向同性硬化内变量迅速达到了饱和 ,而长程

内变量在随后的循环加载中是缓慢演化的.这描

述了材料在加载时所发生的两种不同趋势的各向

同性硬化 ,这就是双级硬化 ( Two2Stages2Harden2
ing , TSH)的含义.

比例加载时 , ZI
L 和 Z I

S 都服从相同形式的演

化法则

Z
·

I
L = m1L [ Z1L - ZI

L ( t) ]W
·

P ( t) - A Z1L
Z I

L ( t) - Z2L

Z1L

r

Z
·

I
S = m1 S [ Z1 S - ZI

L ( t) ]W
·

P ( t) - A Z1 S
ZI

S ( t) - Z2S

Z1 S

r
(5)

初始条件为 : ZI
L (0) = Z0L和 Z I

S (0) = Z0 S .

图 1　循环加载过程中各向同性

硬化内变量的演化

Fig. 1　Evolution of isot ropic internal state

variable during cyclic loading

在 TSH模型 (双级硬化)中共有 15 个材料

参数 ,它们是 D0 , E , n , Z0L , Z0 S , Z1L , Z1 S , m1L ,

m1 S , Z3 , m2 , Z2L , Z2L , A , r.采用文献 [ 13 ]的参数

识别方法 ,可得 Udimet 720Li 的材料 TSH 本构

参数.对 650℃单调拉伸和循环硬化的模拟结果

如图 2和图 3所示.

从模拟结果可以看出 ,采用双级硬化模型改

善了 B2P模型的模拟能力 ,克服了 B2P模型在弹

塑性屈服区域加载时产生尖锐变化的缺点 ,并能

够更好的描述循环硬化的变化情况 ,这主要是由

于 TSH模型考虑了两种各向同性硬化趋势.

3　多级硬化模型

3. 1　内变量演化方程

根据假设 1 和假设 2 ,可以认为与长程内应

力、中程内应力和短程内应力相伴的内变量 ,不仅

影响各向同性硬化 ,也影响运动硬化 ,即

Z I = ∑
3

k = 1
Z I

k ; ZD = ∑
3

k = 1

β( k)
ij u ij (6)

其中运动硬化内变量 ZD (标量)表示了方向性硬

化的变量β( k) (张量)对硬化产生的综合贡献.称

(6) 为多级硬化模型 ( Multi2Stages Hardening

model ,MSH) .

双级硬化模型仍然遵循了运动硬化的硬化项

与动态恢复之间同时保持线性变化的关系.无论

是采用累积塑性应变还是非弹性功作为硬化的度

图 2　TSH模型对单调拉伸应力

应变曲线的模拟

Fig. 2　Simulation for monotonic tensile

st ress2st rain by TSH model

图 3　循环硬化Δσ2N 曲线的模拟

Fig. 3　Simulation of cyclic hardeningΔσ2N
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量 ,这样的硬化法则都不能模拟迟滞环演化过程

中所发生的非线性特征 ,如平均应力的循环松弛

和 Ratcheting 应变这样的现象. 已有的研究表

明 :非对称循环下 ,平均应力的循环松弛和平均应

变循环蠕变 ( Ratcheting)现象 ,即使在循环硬化

已经稳定的金属材料中 ,当继续循环加载时仍旧

会出现.这说明它们是由材料中运动硬化所具有

的非线性引起的 ,与描述各向同性硬化的内变量

没有关系[12 ] .因此 ,粘塑性本构模型的改进主要

针对与运动硬化有关的内变量演化法则进行 ,需

要在演化方程的硬化项与动态恢复项之间引入非

线性因素.一般的做法是在动态恢复项中增加某

种表示硬化程度 (由内变量的渐进值描述)非线性

的表达式.由于平均应力的循环松弛和平均应变

循环蠕变 (Ratcheting)都是非弹性变形的循环累

积造成的 ,它们有相同的物理本质 ,所以针对其中

任何一种现象所进行的本构改进 ,都是可以的.

在此基础上 ,可以认为 ,硬化的恢复效应与硬

化效应之间是不成比例变化的 ,动态恢复与硬化

的关系是非线性的.

由于运动硬化 ZD (标量)是方向性硬化张量
β( k)

ij 与表示应力方向的张量 u ij之内积 ,所以运动

硬化所具有的非线性是由张量β( k)
ij 中动态恢复的

非线性来体现的.所以 ,本文在方向性硬化张量
β( k)

ij 的演化方程中引入其各分量几何平方根与渐

进值之间的幂指数关系 ,将 B2P 模型中张量β( k)
ij

的演化方程改写成 :

β
·( k)

ij = mk Dk u ij -
J (β( k) )

Dk

f k

β( k)
ij W
·

P -

A D k
J (β( k) )

Dk

r

v
( k)
ij , k = 1 ,2 ,3 (7)

其中 J (β( k) ) = (β( k)
lmβ ( k)

lm ) 1/ 2 ; uij =
σij

(σklσkl )
1/ 2 和

v
( k)
ij =
β( k)

ij

J (β( k) )
为方向张量.初始时刻β( k)

ij (0) = 0 .

参数 f k 是对动态恢复非线性变化敏感性的度量.

各向同性硬化的内变量基本保持原来的演化

形式 :

Z
·

I
k = lk [ H k - ZI

k ( t) ]W
·

P -

A H k
ZI

k ( t) - Ck

H k

r

, k = 1 ,2 (8)

而仅在第 3个各向同性内变量的动态恢复项中引

入非线性就可以表示各向同性硬化演化的非线性

特征 :

Z
·

I
3 = l3 H3 -

ZI
3

H3

f 4

Z I
3 W
·

P - A ·H3
Z I

3

H3

r

(9)

初始时刻 ZI
k (0) = H0 k , H0 k ( k = 1 , 2 , 3)是与温度

有关的材料参数.

方程 (6)～ (9)构成了 MSH (多级硬化)模

型 ,其中包含 27个与温度有关的材料参数 :

E , n , D0 , { H k , lk , Ck , H0 k , mk , Dk , f k ,

( k = 1 ,2 ,3) } f 4 , A , r.

其中 , H k , lk , Ck , H0 k , Dk , mk 具有与 B2P 模型中

的参数 Z1 , m1 , Z2 , Z0 , Z3 , m2 相似的物理含义.为

简单起见 ,可以令 Ck = H0 k .这些参数可以通过材

料的单轴拉伸试验、控制应变的对称循环试验、蠕

变试验和控制应变的非对称循环试验 ,结合一定

的优化算法 (如 Levenberg2Marquadt 方法、遗传

算法和模拟退火算法等)得到.

需要说明的是 ,方程 (7)这样的运动硬化法

则 ,与应力或应变空间中的屈服曲面、加载/卸载

准则并无关联. 类似的演化形式在 O HNO/

WAN G修正的 Chaboche 模型中成立的假设前

提是 :背应力空间中存在与动态恢复的临界态有

关的临界曲面 ,当背应力演化到接近该曲面时 ,其

动态恢复项在某种程度上具有非线性变化的特

征[21 ] .但是 ,一般来说 ,背应力的概念并不能脱离

屈服面而单独存在.因此 ,对于没有屈服条件的本

构理论来说 ,这种硬化法则只能通过其对复杂变

形特征的数值模拟能力来验证.

3. 2　结果与分析

多级硬化模型合理性的验证 ,是通过对镍基

高温合金 Udimet 720Li 高温非弹性变形特征的

本构模拟来完成的. 在无屈服条件下构建的

MSH模型 ,能够在准确模拟率相关的单调拉伸、

对称循环下的循环硬化和蠕变的前提下 ,具有预

测平均应力松弛和 Ratcheting现象的能力.

MSH模型对循环硬化的描述能力与 TSH

模拟相当 (图 3) ,因为对于具有拉2压对称性的材
料 ,在对称循环中主要是发生各向同性硬化 ,所以

对控制应变的对称循环加载中应力范围演化的模

拟 ,MSH和 TSH 模型的差别并不明显.但是对

应变率相关的单调拉伸应力应变关系的描述 ,相

较 TSH模型有了进一步的改善 ,由于考虑了材

料可能的不同硬化趋势 ,对于发生在较大非弹性

变形时的硬化的描述更加准确 ,所以图 4 和图 2

相比 ,对应力应变曲线的后半段的模拟更接近试

验曲线.

图 5示出了在控制应变的非对称循环载荷条

件下 ,由 B2P模型、TSH 模型和 MSH 模型给出

的前两个加载2卸载过程中内变量 Z随时间的变
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图 4　MSH模型对率相关单调

拉伸曲线的模拟

Fig. 4　Simulation of rate2dependent

monotonic tension by MSH model

图 5　前两个循环加载2卸载过程中 Z的演化

Fig. 5　Evolution of Z during first two cyclic

loading2unloading

化 ,MSH模型和前二者的结果有很大不同 ,这种

差别主要是由内变量 ZD 的分解 (方程 6)和张量β

演化方程的变化引起. MSH 模型对 Bauschinger

效应的模拟 ,与 B2P 模型和 TSH 模型相比得到

了较大改善 ,如图 6 (650℃, Rε = 0 ,ε= 10 - 3 / s ,

εmax = 1. 5 %)和图 7 (650℃, Rε = - 1 ,ε· = 10 - 3 / s ,

εmax = 0. 8 %)所示.同时 ,由于运动硬化内变量在

循环过程中具有松弛的特点 ,使得 MSH 模型能

够模拟平均应力的循环松弛 ,如图 8所示 ,这说明

MSH具有模拟 Ratcheting的能力.

以上的研究表明 , MSH 模型在 B2P 模型和

TSH模型的基础上 ,改善了对于不同应变率的单

调拉伸、迟滞应力应变迴线和循环硬化曲线的模

拟效果 ,并且能够很好地描述平均应力松弛现象

和控制应力时应变的循环累积.对材料单轴循环

非弹性变形等特征的模拟结果验证了本文关于内

变量和内应力的假设.

图 6　第一次加载2卸载应力应变
曲线模拟结果

Fig. 6　Simulation of st ress2st rain

curve during first loading2unloading

图 7　循环硬化稳定时迟滞环的预测结果

Fig. 7　Predicted hysteresis loop of

stable cyclic hardening

图 8　平均应力循环松弛曲线模拟结果

Fig. 8　Simulation of mean st ress

cyclic relaxation

4　结　论

针对 Bodner2Partom本构理论 (B2P模型)在
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模拟应变率相关的单调拉伸和循环迟滞环时 ,存

在精度不够且不能描述平均应力循环松弛 (或循

环棘轮)的缺陷 ,提出了关于内变量和内应力以及

材料具有不同硬化趋势的假设 ,建立了材料双级

硬化和多级硬化法则 ( TSH 模型和 MSH 模型) .

通过对 Udimet7 20Li 材料高温非弹性变形特征

的本构描述 ,发现 TSH 模型改善了 B2P 模型在

模拟单调拉伸和循环硬化方面的精度 ,而 MSH

模型具有更强的描述高温非对称循环载荷下平均

应力松弛和循环棘轮行为的能力.
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