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非线性颤振极限环稳定性判别的复数正规形法
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摘　　　要 : 研究了一类含立方非线性二元机翼颤振系统的分岔现象.应用 Hopf 分岔定理验证了系统在颤

振临界点必发生 Hopf 分岔.利用中心流形定理将系统降维 ,然后应用 Hopf 分叉的复数正规形法判别了极限

环的稳定性 ,所得结果与数值解吻合.
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Application of complex normal form method for stabil ity

judgement of l imit cycle of nonlinear flutter
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Abstract : The bif urcations of t he flut ter system of a 2D airfoil wit h cubic nonlinearity

were investigated in t his paper . Hopf bif urcation t heory was applied to verify Hopf bif urca2
tion at t he critical point of flut ter . The high2dimensional system was t ransformed into a low2
er2dimensional one by center manifold t heorem. And , t he complex normal form method of

Hopf bif urcation was used to analyze t he stability of t he limit cycle ,with the result s consist2
ent wit h numerical solutions.

Key words : aerospace p rop ulsion system ; nonlinear flut ter ; Hopf bif urcation ; center

manifold ; complex normal form

　　颤振是一种典型的自激振动 ,随着风速的变

化非线性颤振系统可能发生复杂的分叉现象 ,其

中最为常见的是 Hopf 分叉[1 ] . Liu , Zhao , Yang

研究了二元机翼非线性颤振的 Hopf 分叉、极限

环和混沌运动现象[2 ,3 ] . Shahrzad 和 Mahzoon 应

用等效线性化法分别研究了二元机翼定常线性

流、定常非线性流和非定常流等三种非线性颤振

系统 ,并应用中心流形定理和正规型方法分析了

系统的分岔[4 ] . Price等研究了含双线性和立方非

线性二元机翼的颤振模型[5 ] . Liu和 Dowell 应用

高阶谐波平衡法分析了二元机翼颤振的重 Hopf

分岔[6 ] .蔡铭等利用增量谐波平衡法分别研究了

含单个非线性和多个非线性的二元机翼颤

振[7 ,8 ] . Liu等分别利用后继函数法和形式级数法

来判别二元机翼颤振分叉点的类型和稳定性[9 ] .

丁千 ,王冬立利用规范形直接法研究了立方非线

性机翼颤振的分叉[10 ] .

本文给出了非线性颤振的分叉点与其对应线

性系统的临界颤振点的关系 ,通过分析分叉点附

近的线性化矩阵特征值来讨论发生 Hopf 分叉的



　第 4期 陈衍茂等 :非线性颤振极限环稳定性判别的复数正规形法

可能性.应用中心流形定理将颤振系统降为二维

系统 ,根据 Hopf 分叉的复数正规形法[11 ]将该二

维系统化为极坐标形式的正规形 ,可以很直观地

判别极限环的稳定性.

1　颤振临界点的分叉

二元机翼的线性颤振方程可写成[1 ]

μh
¨

+μxαα
¨

+μ(
ωh

ωα
) 2 h = - 2Qα

μxαh
¨

+μr2
αα
¨

+μr2
αα = (1 + 2 a) Qα

(1)

其中 Q是广义风速 ,上标“·”表示对时间 的导

数 ,下同.其它参数的物理意义见文献[2 ,3 ].在方

程 (1)中加入阻尼项和非线性项 ,为方便表述 ,将

式 (1)该写为

h
¨

+ k11 h + k12 ( Q)α+μ11 h
·
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μ12α
·

+ f 1 ( h , h
·

,α,α
·
) = 0

α
¨
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·

+

μ22α
·

+ f 2 ( h , h
·

,α,α
·
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(2)

其中各参数均采用文献[9 ]中的数据 ,即 :

f 1 = - 80/ 7α3 , f 2 = 320/ 7α3 , k11 = 116/ 7 ,

k12 ( Q) = ( - 4 k + 0196Q) / 7 , k21 = - 018/ 7 ,

k22 ( Q) = (16 k - 1104Q) / 7 ,μ11 = 116/ 7 ,

μ12 = - 018/ 7 ,μ21 = - 116/ 7 ,μ22 = 116/ 7 ,

k = 015或 010816 .

　　通过方程 (2)的线性化矩阵来判别系统在颤

振临界点处是否发生分岔.方程 ( 2)的退化方程

(即不考虑非线性项)为 :

h
¨

+ k11 h + k12 ( Q)α+μ11 h
·

+μ12α
·

= 0

α
¨

+ k21 h + k22 ( Q)α+μ21 h
·

+μ22α
·

= 0
(3)

　　对于颤振临界情况 ,机翼作简谐振动 ,即 :

h = Heiωt , α = Aeiωt (4)

其中 H , A 分别是平移和俯仰自由度极限环颤振

振幅 ,ω是颤振频率.将式 (4)代入式 (3) ,可得颤

振临界点 (记为 Q0 )满足的方程为 :

Γ2
1 ( Q0 ) +Γ0 ( Q0 )Γ2

3 ( Q0 ) =Γ1 ( Q0 )Γ2 ( Q0 )Γ3 ( Q0 )

(5)

其中 ,Γ0 = k11 k22 ( Q) - k12 ( Q) k21 ,Γ1 =μ11 k22 ( Q)

+μ22 k11 -μ12 k21 -μ21 k12 ( Q) ,Γ2 = k11 + k22 ( Q) +

μ11μ22 -μ12μ21 ,Γ3 =μ11 +μ22 .且 :

ω2 =Γ1 ( Q0 ) /Γ3 ( Q0 ) (6)

方程 (5)关于 Q0 大于 0的实根就是线性系统 (3)

的颤振临界点.

令 x = ( x1 , x2 , x3 , x4 ) T ] ( h , h
·

,α,α
·

) T ,将方

程 (2)化为一阶微分方程 :

x
·

= K( Q) x + F ( x) (7)

其中

K( Q) =

0 1 0 0

- k11 - μ11 - k12 ( Q) - μ12

0 0 0 1

- k21 - μ21 - k22 ( Q) - μ22

,

F ( x) = - { 0 , f 1 ,0 , f 2 } T

　　系统 (7)的平衡点是 x = 0 ,对应的线性化矩

阵 K( Q)的特征方程为 :

| K( Q) - λE | =λ4 +Γ3λ3 +Γ2λ2 +Γ1λ+Γ0

(8)

根据多项式定理 ,方程 (8)可以写成 (λ2 + pλ+ q)

(λ2 + aλ+ b) ,其中 p , q , a , b是分叉参数 Q的连续

函数.那么 ,方程 (8)的四个根可表示为λ1 ,2 = ( -

p± p2 - 4q) / 2和λ3 ,4 = ( - a± a2 - 4b) / 2 .

将 (λ2 + pλ+ q) (λ2 + aλ+ b)展开 ,令λ的系

数与 (8)中对应的系数相等 ,可得

a + p =Γ3

b + q + ap =Γ2

aq + bp =Γ1

bq =Γ0

(9)

为考察颤振临界点线性化矩阵的特征值 ,只需将

Q = Q0 代入方程 (9) ,再将 (9)代入 (5) ,可得 :

a0 p0 [ ( b0 - q0 ) 2 +Γ10Γ30 ] = 0 (10)

其中 ,下标 0表示相应系数对应于 Q0 的值 ,下同.

下面根据方程 (10)讨论特征值的取值.因为

只有ω为实数时 ,方程 ( 4)才表示简谐振动 ,由

(6)可知 ,Γ10 /Γ30 > 0 ,因此Γ10Γ30 > 0 ,那么方程

(10)就意味着 a0 p0 = 0 ,即 a0 , p0 至少有一个为

0 .不妨设 p0 = 0 ,则λ1 ,2 = ± - 4q0 / 2 .方程 (9)

的第三个方程除以第一个方程 ,可得 q0 =Γ10 /

Γ30 > 0 ,可知λ1 ,2是一对共轭的纯虚根.对于 a0 的

情况 ,同理可以验证λ3 ,4是一对共轭的纯虚根.

所以当 Q = Q0 时 ,平衡点是非双曲平衡点 ,

根据安德罗诺夫 - 庞特里雅金定理 ,系统在 Q0

点必出现与平衡点有关的分叉.这类分叉可能是

鞍结分叉 , Hopf 分叉或庞加莱分叉[11 ] .

2　Hopf 分叉

下面运用 Hopf 分叉定理来说明在颤振临界

点系统发生 Hopf 分叉. 将所有参数代入方程
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(7) ,可得 :

K( Q) =

0 1 0 0

- 116/ 7 - 018/ 7 4 ( k - 0124Q) / 7 014/ 7

0 0 0 1

0 . 8/ 7 0 . 4/ 7 4 ( - 4 k + 0126Q) / 7 - 1 . 6/ 7

,

F ( x) = 20 (0 ,4/ 7 ,0 , 216/ 7) T x 3
3 .

　　当 k = 015 时 , Q0 = 41080 151 2 或

151404 223 8 .因为机翼的静发散速度是 Qd =

1215 ,当 Q > Qd 时 ,机翼发散 ,这在飞机工程中是

绝不允许的 ,所以本文只考虑 Q0 = 41080 151 2 .

当 k = 01081 6时 , Q0 = 11556 862 9 或 11910 637

1 ,都小于发散速度 Qd = 2104 .

当 Q0 = 41080 151 2时 ,方程 (8)有一对互为

共轭的纯虚根和一对有负实部的共轭复根 :

λ1 ,2 =±01598 216 2i ,

λ3 ,4 = - 01171 428 6 ±0 . 633 120 4i

要证明系统 (2)满足 Hopf 分叉定理 ,还要证明当

Q通过 Q0 时 ,λ1 ,2横穿虚轴.为此 ,记

λ1 ,2 =α( Q) ±iβ( Q) (11)

其中α( Q0 ) = 0对应于纯虚根情况. Q通过 Q0 时 ,

λ1 ,2横穿虚轴就是指α′( Q0 ) ≠0[11 ] .下面应用摄动

法来验证之.

引入参数μ= Q - Q0 .因为特征值关于μ是

连续的 ,所以当|μ| 足够小时 ,λ3 ,4仍然有负实部.

考察方程 (8)右端项的因式λ2 + p (μ)λ+ q(μ) ,可

知lim
μ→0

p (μ) = p0 = 0 , lim
μ→0

q(μ) = q0 = 01598 216 22 .

对于特征值λ1 ,2 = ( - p (μ) ± p2 (μ) - 4q(μ) ) /

2 ,当μ充分小时 , p2 (μ) - 4q(μ)保持为负.将Γi ,

a , b , p , q( i = 0 ,1 ,2 ,3)展开为μ的幂级数 ,即 :

a = a0 +μa1 + ⋯, b = b0 +μb1 + ⋯,

p = p0 +μp1 + ⋯, q = q0 +μq1 + ⋯,

Γi =Γi0 +μΓi1 .

将它们代入方程 (9) ,令μ的各次幂系数为 0 ,可

得 :

μ0 :

a0 + p0 =Γ30

b0 + q0 + a0 p0 =Γ20

a0 q0 + b0 p0 =Γ10

b0 q0 =Γ00

,

μ1 :

a1 + p1 =Γ31

p0 a1 + b1 + q1 + a0 p1 =Γ21

q0 a1 + p0 b1 + b0 p1 + a0 q1 =Γ11

q0 b1 + b0 q1 =Γ01

.

其中 0次方程自动满足.解 1次方程 ,可得 :

a1 = 01041 896 , b1 = - 01377 313 2 ,

p1 = - 0 . 041 895 7 , q1 = 0 . 234 484 3

由α( Q) = -
1
2

p (μ) ,可知α′( Q0 ) = -
1
2

p′(0) =

-
1
2

p1 ≠0 .

当 Q0 = 11556 862 9 和 11910 637 1 时 ,用以

上方法可得 p1 分别为 - 11900 646 和 - 11511

049 .根据 Hopf 分叉定理 ,可知系统 (2)在这 3个

临界颤振点上都发生 Hopf 分叉.

3　极限环稳定性判别的复数正规形法

　中心流形上的方程可统一写成[9 ] :

y
·

1 = - ωy 2 + 20e1 y3
1 　　y

·
2 =ωy 1 + e2 y3

1

(12)

其中当 k = 015时 ,颤振临界 Q1 = 41080 151 2 对

应的参数值为 :ω= 01598 216 2 , e1 = - 21964 942 ,

e2 = 01068 298 9 ;当 k = 01081 6时 ,临界点 Q2 =

1 . 556 862 3 :

ω = 01382 383 3 ,

e1 = 21515 74 , e2 = 01097 094 88 ;

　　临界点 Q3 = 1 . 910 637 8 :

ω = 01369 841 9 ,

e1 = 21531 677 , e2 = - 01583 081 5 .

　　复数正规形法首先假设[11 ] :

z = y1 + i y2 (13)

将方程 (13)代入 (12) ,则 (12)可以写成一个复数

方程 :

z
·

= iωz +
5
2

( e1 + ie2 ) ( z3 + 3 z2 z2 + 3 z z + z3 )

(14)

引入近恒等的非线性变换 , z =ξ+
5 ( e1 + ie2 ) i

8ω

( - 2ξ3 + 2ξξ2 +ξ3 ) ,将之代入 (14)可得复数正规

形为 :

ξ
·

= iωξ+
15
2

( e1 + ie2 )ξ2ξ (15)

将方程 (15)化为极坐标形式 ,ξ= reiθ ,可得 :

r
·

=
15
2

e1 r3 (16)

由方程 (16)可知 ,分岔点的稳定性就取决于 e1 的
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符号 ,结果与文献[9 , 10 ]完全一致.因为 Hopf 分

岔长出的极限环和该分岔点具有相同的稳定性 ,

可知在点 Q1 , e1 < 0 ,该点长出的极限环是稳定

的 ;在 Q2 , Q3 点 , e1 > 0 ,对应的极限环是不稳定

的.

4　结论验证

采用 Runge2Kutta法对方程 (7)直接积分 ,以

验证以上结论.图 1是系统 (7)在分岔点 Q1 两边

的俯仰振动相图.由图可知 ,分岔点左侧的平衡点

是稳定的焦点 ,而在分岔点右侧 ,系统长出了极限

环.用 Runge2Kutta直接积分法能得到的极限环

是稳定的[ 6 ] .由此可知 ,此时极限环是稳定的.

不稳定周期解一般不能通过直接积分法获

得.但是 ,极限环的稳定性可以通过分岔点的稳定

性来判别.图 2 是系统 (7)在分岔点 Q2 和 Q3 的

俯仰振动相图.由图可知 , Q2 和 Q3 都是不稳定的

焦点 ,可知 ,它们长出的极限环也是不稳定的.综

上所述 ,用复数正规型方法可以正确地判别颤振

极限环的稳定性.

图 1　方程 (7)在分岔点 Q1 周围的相图

Fig. 1　Phase plane of equation (7) beside Q1

图 2　方程 (7)在分岔点 Q2 和 Q3 处的相图

Fig. 2　Phase plane of equation (7) at Q2 and Q3
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