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摘 � � � 要: 发展了一种模态匹配方法进行有均匀流条件下敷设声衬的二维矩形流管中声传播的计算 ,计算

结果与 NASA 流管实验结果和 CAA 计算结果符合得很好. 在此基础上, 着重介绍采用求极值的变尺度法优

化目标函数和给定求解范围寻找目标函数最小值两种方法进行管内未知声阻抗的提取, 给出了算例验证, 并

分析了随机误差和已知声压点数对计算结果的影响.
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Abstract: A mode�match method w as developed for calculat ing the sound propagat ion in
tw o�dimensional lined rectangular flow duct w ith uniform flow , the prediction results agr ee
w ell w ith the data f rom NASA flow duct facility and CAA calculat ion. Based on these, an

unknown impedance ex tracting is implemented by apply ing changed�scales method to opt i�
mize object function or by pursuing a minimum of object funct ion in a g iven r eg ion. The tw o

methods are validated by some cases and the effects o f r andom error and the number o f input

pressure on the results ar e analyzed.
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� � 在发动机管道内敷设声衬是降低发动机噪声

辐射的主要途径. 声衬的最主要声学特性是其声

阻抗,在不同流动工况下它是不同的.流管实验装

置即是测量流动工况下声衬材料声阻抗的装置.

北航流体与声学工程实验室依据 NASA 报告建

立了国内第一台流管实验装置
[ 1]
. 应用其测量声

阻抗需要依据流管测量的声压分布计算管内敷设

声衬的声阻抗(称为反问题) ; 计算过程需要重复

循环计算给定声阻抗求解声压分布的边值问题[ 2]

(称为正问题) ,对应每个阻抗计算得到的声压值

与已知声压值相比较,直到二者充分接近,此时对

应的阻抗值即为要求的未知声阻抗.

提取矩形流管中声衬声阻抗的计算, 国外主

要采用有限元方法
[ 3] [ 4]

进行正问题的计算, 然后

给定阻抗范围寻找使目标函数取最小值的阻抗

值,即为未知阻抗.但有限元在进行正问题的计算
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时,需要在管道内划分网格进行整场的计算, 因此

在进行反问题的计算时,每对应一个阻抗值计算

一次正问题, 就要进行整场网格的计算, 十分费

时,尤其是高频情况需要计算较多网格点的情况.

为了克服这个缺点, 本文采用解析的模态匹配方

法进行正问题的计算, 将声压写成各模态正向波

和反向波叠加的形式, 通过声源和端口平面的模

态向量相关方程、均匀段前后面的系数匹配、阻抗

间断面声压和声质点速度积分相等的匹配求解轴

向阻抗间断面处各模态的前传和后传模态系数,

从而叠加得到管内声场.这种方法可以求解管内

任意一点的声压值而不需要计算整场, 而且物理

意义明确,并且采用同伦的方法求解特征值问题,

保证了特征值求解的正确性与稳定性. 正问题求

解的正确性在以前的工作中通过与 CAA 计算结

果和 NASA 流管实验结果的对比得到了验证,本

文在下面进行简略的介绍.在此基础上,本文着重

介绍流管内声衬声阻抗提取计算. 由于正问题只

需要计算指定点的声压,因此求解反问题时计算

快速.在已知管道表面压力分布情况下,采取两种

方法提取声衬段的未知声阻抗. 一种是采用求解

极值问题的变尺度法对目标函数进行优化提取声

阻抗,这种方法需要给定适当的求解阻抗的初值.

另一种是给定阻抗求解范围, 寻找对应目标函数

取最小值的阻抗值, 即为给定压力分布对应的声

阻抗,可采取先粗后细的网格分两步进行.粗网格

计算结果也可以为第一种方法提供计算初值. 本

文重点在于反问题求解方法, 只考虑端口无反射

情况,考虑端口反射的反问题与此相同.

1 � 正问题的理论模型与计算结果

正问题是计算反问题的理论基础,即给定声

衬的声阻抗,如何求解管内声压分布.下面简要介

绍正问题的求解过程.

1. 1 � 无限长管道特征值的求解

如图 1所示的二维矩形管道, 二维声场满足

的对流波动方程为:
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图 1� 二维管道及坐标

Fig. 1� Tw o dimensional duct and coordinate sy stem

kz 为轴向特征值, k=  / c, M az 为轴向马赫数, p x

为 x 向的驻波形式的声压表达式.

采用模态分解并叠加得到的无限长管道的声

压表达式为:
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nx 为 x 向模态阶数, A n
x
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x
、kz , n

x
分别为 nx 阶

模态对应的模态系数、x 向和 z 向特征值.

将上式代入边界条件得到关于 kx 的特征方

程:
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lx 为 x 向管道高度, �为声衬段导纳.
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这里采用同伦方法求解特征方程,既容易确定

初值,又避免了 Eversman提出的 R�K法的奇异性,
有较好的数值稳定性.首先,构造辅助函数 H 为:

H ( kx , t ) = (1- t)G( kx ) + tF ( kx ) = 0 (6)

其中 , G( kx ) = 0, F( kx )= 0分别为硬壁和软壁特

征值方程.然后构造关于特征值 kx 的常微分方程

为:

dkx / dt = - ( �H / �t) / (�H / �kx ) (7)

以 t= 0硬壁特征值为初值,用 R�K法计算 t= 1时

的特征值,即软壁特征值.特征值的精确求解对采

用模态匹配法进行正反问题的计算至关重要.

1. 2 � 有限长管道的模态匹配方法

对图 2所示有限长管道第 J 段的声压用进口

端面 j�1的正向传播模态和出口端面 j 的反向传

播模态表示:
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, A n

x

- ( j )分别对应于第 J 段 nx 阶模态进

口端面前传模态系数和出口端面后传模态系数.
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图 2 � 模态匹配法示意图

F ig . 2 � Schematic o f mode�match method

用以下三类匹配方程进行模态匹配:

( 1) 声源前传和出口后传模态向量方程:
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[ RS ]和[ RT ]分别是源和出口平面的反射矩阵;

[QS ]和[QT ]分别是源和出口平面的广义模态向

量

( 2) 均匀管道段传播方程:
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� � ( 3)、轴向声导纳不连续平面传播方程:

由阻抗间断面的声压和声质点速度积分相等

得到
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其中, [ T+ ( k) , + ( j )
] , [ R

+ ( k) , - ( k)
] , [ T

- ( j ) , - ( k)
] ,

[ R
- ( j ) , + ( j )

]分别是轴向阻抗间断面处的前传和后

传的传递矩阵和反射矩阵.

利用以上方程, 可根据端口广义模态向量,声

学参数和流动参数计算各截面模态系数,从而得

到管道内声场.

1. 3 � 数值计算结果

为验证正问题的正确性计算图 1所示敷设声

衬的二维矩形管的声传播,管高 l x= 0. 0508m,各

段长度为 L 1= 0. 209 55m, L2 = 0. 387 35m, L 3=

0. 241 3m,各频率阻抗值见表 1.

图 3为 Maz= 0. 3时, 对不同频率计算得到

的管道上壁面沿轴向声压级与 NASA 流管实

验[ 5]和 CAA 计算结果 [ 6] 的对比( - , 模态匹配;

! , NA SA 流管实验; ∀ ,文献[ 6] CAA) :
计算结果显示:入口刚壁段由于阻抗间断面

的反射,形成驻波,并且随着频率的增大, 波长减

表 1 � 各频率阻抗值

Table 1 � Impedance data of different f requencies

频率/ H z 阻抗

1000 0. 46+ 0. 03i

1500 1. 08+ 1. 38i

2500 1. 26- 1. 53i

3000 0. 69- 0. 24i

图 3 � 不同频率下管道上壁面声压级, Maz = 0. 3

Fig . 3 � Sound pressur e along the upper wa ll at

different frequencies fo r Ma z= 0. 3

小.在出口刚壁段声衬出口与硬壁交接的区域会

出现声压波动快速衰减过程, 这是声衬段激起的

高阶模态快速衰减的表现.声衬段声压级是逐渐

衰减的.

对比结果表明: 模态匹配方法与 CAA 计算
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结果和 NASA实验结果比较一致, 与实验结果略

微不同的原因一是可能实验测量误差, 二是可能

理论模型没有考虑剪切流的影响. 正问题计算的

正确性为反问题计算奠定了基础.

2 � 反问题的理论模型与计算结果

反问题是已知管内声压分布, 计算能够产生

此声压分布的声衬的声阻抗. 假设!是未知的声

衬阻抗,对应于!的上壁面声压为 p ( x n , H ) ,对应

于阻抗 !IJ用模态匹配法求解的上壁面声压为 p

( xn , H ) , !IJ 与!的接近程度用壁面误差函数 EW

(!IJ )表示,则决定声衬未知阻抗问题就转化为求最

小值问题, 即求出使目标函数 EW(!)取全局极小

值的!值.下面介绍两种提取阻抗的方法.

2. 1 � 采用变尺度方法[ 7]提取声衬声阻抗

目标函数为:

EW (!I, J ) = 1
m �

m

n= 1
| p ( x n , H ) - p ( x n , H ) |

(15)

� � 其中 m 为已知声压的点数. 这里采用变尺度

法计算使目标函数取极小值时的函数值,算法中

需要的目标函数的导数采用中心差分给出.这种

方法有较好的数值稳定性,但需要给定恰当的求

解阻抗的初值, 才能得到较好的结果.

在实际的实验测量中测量误差不可避免, 作

为反问题输入参数的管道上壁面声压的测量值是

有一定误差的, 为了研究输入数据的误差对反问

题计算的影响, 这里假设管道上壁面声压测量值

的误差在  0. 1dB范围内,令含有误差的声压为

p̂ ( x I , H )= p ( x I , H ) E r , 其中 E r = 10
0. 1/ 20

.

� � 计算表明,只要初值给定恰当,采用变尺度方
法求得的阻抗值与真实值吻合的很好. 但由于目

表 2 � 采用变尺度法求的阻抗值与真实值的比较

(Maz= 0. 3)

Table 2� Comparison between the results by

changed�scales method and real impedance forMaz= 0. 3

频率/ H z 1 000 1 500

阻抗真实值 ( 0. 46, 0. 03) ( 1. 08, 1. 38)

阻抗计算值

(无误差)

( 0. 460 000 09,

0. 029 999 83)

( 1. 079 999 97,

1. 380 000 50)

阻抗计算值

(误差为 0. 1dB)

( 0. 463 038 91,

0. 031 226 36)

( 1. 077 508 21,

1. 399 004 42)

频率/ H z 2 500 3 000

阻抗真实值 ( 1. 26, - 1. 53) ( 0. 69, - 0. 24)

阻抗计算值

(无误差)

( 1. 260 000 21,

- 1. 529 99992)

( 0. 690 000 05,

- 0. 240 001 07)

阻抗计算值

(误差为 0. 1 dB)

( 1. 259 998 52,

- 1. 547 86885)

( 0. 691 213 10,

- 0. 235 785 07)

标函数不是连续的单连通域, 存在间断,这是由于

阻抗值在一些特殊点是没有物理意义的,因此初

值必须要给定恰当, 否则得不到正确的解.

从给定输入误差的计算结果可以看出, 在通

常流管测量的误差范围内,阻抗提取的结果与真

实值相差不大.说明在一定测量误差范围内,仍能

得到较为准确的阻抗值.

图 4给出了上壁面已知声压点的个数 m 对

结果的影响, 频率为3 000Hz, m 分别取 5, 10, 50,

图 4� m 数对提取的阻抗值的影响

F ig . 4� Effect of m to extr acted impedance
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图 5� 不同频率下优化得到的阻抗值 (Ma= 0. 3)

F ig. 5� Ex tr acted impedance by optimization at differ ent frequencies fo r Ma= 0. 3

250. ( - : 真实值, ! :计算值)
� � 结果表明: 上壁面声压已知点的个数 m 对阻

抗提取的计算没有多少影响. 因此,若采用模态匹

配法计算反问题, 只需要计算较少个上壁面声压

值就可以得到很好的计算结果, 大大节省了计算

时间.但若采用有限元方法求解,则无论已知点个

数 m取多少, 每计算一次正问题, 都必需计算整

场网格点声压, 十分费时.

2. 2 � 给定求解范围寻找目标函数最小值

目标函数为:

EW (!IJ ) = EW (!IJ ) / E max (16)

� � 其中 EW 与 2. 1中定义相同, Emax为所求的

所有阻抗点的 EW 中的最大值.在阻抗的复平面

上给定包含阻抗真实值的求解范围, 画出此范围

内目标函数的等值线图,目标函数最小值对应的阻

抗值即为寻找的未知声阻抗.当真实阻抗的范围未

知时,可以首先给定较大的范围,采用阻抗平面的

粗网格,确定此大范围内目标函数取最小值的阻抗

点,再以这个阻抗点为中心,在阻抗平面小范围内

画一个较密的网格,寻找使目标函数取最小的点,

即为未知阻抗值.粗网格计算的结果也可以为应用

变尺度方法计算时初值的选取提供依据.

图 5为表 1各频率下,在小范围内,采用求解

目标函数最小值的方法求得的阻抗值, 各频率对

应的真实声阻抗值如表 1所示.

从表 2和图 5可以看出,无论是采用变尺度方

法求得的阻抗值还是求目标函数最小值方法求得

的阻抗值都与真实阻抗值十分吻合, 从而验证了基

于模态匹配的提取声衬声阻抗方法的有效性.

3 � 结 � 论

( 1)通过采用模态匹配法进行正问题的计算

结果与NASA 流管实验结果和 CAA计算结果的

对比,证明了模态匹配法计算正问题的正确性.为

计算反问题奠定了基础.

( 2)由于模态匹配法计算的高效性,不需要计

算整场,只要取足够的模态阶数就可以和有限元

精度相当,使得它比有限元方法更适合进行流管

中声阻抗提取的计算, 特别是可以取很少的计算

点就能得到较好的结果,并且对输入误差的影响

不是很敏感.

( 3)本文介绍的两种基于模态匹配的反问题

方法各有利弊,可相互校核,满足实际声阻抗提取

需要.

( 4)目前反问题计算在遇到特殊阻抗点时会

出现异常,今后需进一步考虑减小特殊阻抗值的

影响.
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