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摘　　　要 : 提出区间数据回归分析方法 ,建立区间数据回归方程 ,给出回归系数的最佳无偏整体估计及其

协方差矩阵.详细讨论了工程中常见的极值分布、Weibull分布和正态分布的等尺度和非等尺度 (或异方差)线

性回归分析 .该方法可以将各个不同状态下的区间数据作为一个整体进行统计分析 ,具有信息量大、精度高的

特点.
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Regression analysis method for interval censored data

AO Liang , FU Hui2min

( Research Center of Small Sample Technology ,

Beijing U niversity of Aeronautics and Ast ronautics , Beijing 100083 , China)

Abstract : A new met hod of regression analysis for interval censored data is p resented ,

t he regression equation for interval censored data is established ,and t he best unbiased inte2
gral estimators of t he regression coefficient s and t heir covariance mat rix are given. The re2
gression analysis met hods for interval censored data f rom ext reme dist ribution , Weibull dis2
t ribution and normal dist ribution are discussed in detail . As the cross information among test

data in different states is f ully exploited ,t his met hod can reach higher p recision t han t radi2
tional method.
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　　传统的回归分析只适用于来自正态分布的完

全数据 ,而由于产品失效形式的多样性和各种因

素的复杂性 ,在工程实际中常常会遇到各种各样

的数据类型和分布规律.为此 ,文献 [ 1 ]提出截尾

数据线性回归分析 ,文献[ 2 ]建立了不完全数据回

归分析方法 ,文献[3 ]讨论了区间统计量及其分布

理论 ,文献[ 4 ]提出区间数据整体估计方法.在上

述工作基础上 ,本文进一步给出工程中常见的极

值分布、Weibull分布、正态分布区间数据回归分

析方法.

1　极值分布区间数据回归分析

1 . 1　多状态下极值分布的区间统计量

　　极值分布在航空航天等工程实际中都有着广

泛应用 ,其分布函数可表示为

F( t) = 1 - exp - exp
t - μ( x)
σ( x)

- ∞ < t < + ∞ (1)

式中μ( x)和σ( x)分别为状态 x下的位置参数和

尺度参数.令 to = [ t -μ( x) ] σ( x) ,则 to 遵循标
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准极值分布.

　　设在状态 x j 下 ( t j 1 , n′j 1 ) , ( t j 2 , n′j 2 ) , ⋯,

( t j m j
, n′j m j

)是来自极值分布的一组区间数据 ,即

位于区间 ( t j ( k - 1) , t j k )内有 n′j k个数据 ,其中 t j 0 =

- ∞, t j 1 < t j 2 < ⋯< t j m j
, k = 1 , 2 , ⋯, m j ,其数据

总量为 nj = ∑
m j

k = 1
n′j k .令

nj k = ∑
k

l = 1

n′j l 　　j = 1 ,2 , ⋯, m (2)

则由文献[3 ]知 ,可将 t j k看作大小为 n j 的样本的

第 n j k个区间统计量 T 3
n j k
的一个实现值. 通过

To
n j k

= [ T 3
n j k

- μ( x j ) ] σ( x j )可以将 T 3
n j k
变换为

来自标准极值分布的区间统计量.

1 . 2　等尺度极值分布区间数据回归分析

1 . 2 . 1　整体分布参数估计

　　在工程实际中 ,经常遇到极值分布的尺度参

数σ( x)不变 ,而位置参数μ( x)随状态变量 x 呈

线性变化的情况 ,即

μ( x) = a + bx (3)

σ( x) =σ (4)

则服从极值分布的随机变量 t可表示为

t = a + bx +ε　ε～ EV (0 ,σ) (5)

式中 a , b和σ为待定参数.

　　设在状态 x j 下对 n j 个试样进行试验 ,得到

一组极值分布区间数据 ( t j 1 , n′j 1 ) , ( t j 2 , n′j 2 ) , ⋯,

( t j m j
, n′j m j

) , j = 1 , 2 , ⋯, m.根据文献[4 ]可知 a ,

b ,σ的最佳线性无偏估计 â , b̂ ,σ̂由下面各式给出

â = t - b̂x - σ̂u (6)

b̂ =
L 1t L 22 - L 2t L 12

L 11 L 22 - L 2
12

(7)

σ̂ =
L 2t L 11 - L 1t L 12

L 11 L 22 - L 2
12

(8)

式中

t =
1

n 3 ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl t jk (9)

x =
1

n3 ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl x j (10)

u =
1

n 3 ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl u jk (11)

n 3 = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl (12)

L 11 = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl ( x j - x) 2 (13)

L 12 = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl ( x j - x) ( ujk - u) (14)

L 22 = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl ( ujk - u) ( ujl - u) (15)

L 1t = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl ( x j - x) ( t jk - t) (16)

L 2t = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl ( ujl - u) ( t jk - t) (17)

( v jkl ) m j×m j
= ( v jkl )

- 1
m j×m j
　j = 1 ,2 , ⋯, m

(18)

其中 ujk = E ( To
n j k

) , v jkk = Var ( To
n j k

) , v jkl =

Cov ( To
n j k

, To
n j l

) ( k≠l)为在状态 x j ( j = 1 , 2 , ⋯,

m)下标准极值分布区间统计量的均值、方差和协

方差 ,可由文献[3 ]中有关公式计算得到.

1 . 2 . 2　位置参数和尺度参数的置信限估计

　　由式 (3)知 ,位置参数μ( x)的最佳线性无偏

估计由下式给出

μ̂( x) = â + b̂x (19)

　　位置参数μ( x)和尺度参数σ置信度为γ的

单侧置信下限和上限分别为

μL ( x) = â + b̂x +
σ̂uγ

1 - u2
γc33

uγ( c13 + c23 x) -

u2
γ( c13 +c23 x) 2 + (1 - u2

γc33 ) ( c11 +2c12 x +c22 x2 )

(20)

μU ( x) = â + b̂x +
σ̂uγ

1 - u2
γc33

uγ( c13 + c23 x) +

u2
γ( c13 + c23 x) 2 + (1 - u2

γc33 ) ( c11 +2c12 x + c22 x2 )

(21)

σL =
σ̂

1 + uγ c33

(22)

σU =
σ̂

1 - uγ c33

(23)

式中

( ci1 i2
) 3×3 = ( di1 i2

) - 1
3×3 (24)

di1 i2 = di2 i1 =

∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl x i1 + i2 - 2

j 　1 ≤ i1 ≤ i2 ≤2

∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl x i1 - 1
j u jk 　i1 = 1 , 2 ; 　i2 = 3

∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1
v jkl u jk u jl 　　i1 = i2 = 3

(25)

1 . 2 . 3　百分位值的置信限估计

　　随机变量 t 概率为 P 的百分位值 t P =

μ( x) + F - 1 ( P)σ的无偏估计量由下式给出
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t̂ P = â + b̂x +σ̂lnln 1
1 - P

(26)

其置信度为γ的单侧置信下、上限分别为

t PL = â + b̂x +
σ̂

1 - u2
γc33
×

lnln 1
1 - P

+ u2
γ( c13 + c23 x) - k P (27)

t PU = â + b̂x +
σ̂

1 - u2
γc33
×

lnln 1
1 - P

+ u2
γ( c13 + c23 x) + k P (28)

式中

k P = uγ u2
γ( c13 + c23 x) 2 + (1 - u2

γc33 ) ×
　
　

( c11 + 2c12 x + c22 x2 ) + c33 lnln 1
1 - P

2

+

2 ( c13 + c23 x) lnln 1
1 - P

1/ 2

(29)

1 . 3　非等尺度极值分布区间数据回归分析

1 . 3 . 1　整体分布参数估计

　　在工程实际中还常遇到极值分布的位置参数

μ( x)和尺度参数σ( x)均随状态变量 x 呈线性变

化的情况 ,即

μ( x) = a + bx (30)

σ( x) = c + dx (31)

　　此时 ,服从极值分布的随机变量 t可表示为 :

t = a + bx +ε　ε～ EV (0 , c + dx ) (32)

式中 a , b和 c , d为待定参数.

　　同理 ,在相同的数据条件下 ,可以得到 a , b ,

c , d的估计 â , b̂ , ĉ , d̂由下面各式给出

â = t - b̂x - ĉu - d̂ x u (33)

( b̂ , ĉ , d̂) T = L - 1
xx Lxt (34)

式中

t =
1

n3 ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl t jk

σ2 ( x j )
(35)

x =
1

n 3 ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl x j

σ2 ( x j )
(36)

u =
1

n3 ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl u jk

σ2 ( x j )
(37)

xu =
1

n3 ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl x j u jk

σ2 ( x j )
(38)

n3 = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl

σ2 ( x j )
(39)

Lxx = ( L i1 i2
) 3×3 (40)

Lxt = ( L it ) 3×1 (41)

L 11 = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl ( x j - x) 2

σ2 ( x j )
(42)

L12 = L21 = ∑
m

j =1
∑
mj

k , l =1

vjkl ( xj - x) (ujk - u)
σ2 ( xj)

(43)

L13 = L31 = ∑
m

j =1
∑
mj

k , l =1

vjkl ( xj ujk - xu) ( xj - x)
σ2 ( xj)

(44)

L 22 = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl ( ujl - u) ( ujk - u)
σ2 ( x j )

(45)

L23 = L32 = ∑
m

j =1
∑
mj

k , l =1

vjkl ( xj ujk - xu) (ujl - u)
σ2 ( xj)

(46)

L33 = ∑
m

j =1
∑
mj

k , l =1

vjkl ( xj ujk - xu) ( xj ujl - xu)
σ2 ( xj)

(47)

L 1t = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl ( x j - x) ( t jk - t)
σ2 ( x j )

(48)

L 2t = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl ( ujl - u) ( t jk - t)
σ2 ( x j )

(49)

L 3t = ∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl ( x j u jl - xu) ( t jk - t)
σ2 ( x j )

(50)

σ( x j ) = c + dx j (51)

其中 v jkl由式 (18)给出 , ujk , v jkk和 v jkl ( k≠l)分别

为在状态 x j ( j = 1 ,2 , ⋯, m)下标准极值分布区间

统计量的均值、方差和协方差 ,由文献 [3 ]中有关

公式计算得到.

　　可以证明 ,当σ( x j )已知时 , â , b̂ , ĉ , d̂为 a , b ,

c , d的最佳线性无偏估计 ;当σ( x j )未知时 ,需迭

代求解[2 ] .

1 . 3 . 2　位置参数和尺度参数的置信限估计

　　由式 (30)和式 (31)知 ,位置参数μ( x)和尺度

参数σ( x)的点估计由下面两式给出

μ̂( x) = â + b̂x (52)

σ̂( x) = ĉ + d̂x (53)

　　位置参数μ( x)和尺度参数σ( x)置信度为γ

的单侧置信下限和上限分别为

μL ( x) = â + b̂x +
σ̂( x) uγ
σ̂2 ( x) - u2

γS 22
uγS 12 -

u2
γ( S12

2 - S11 S22 ) +σ̂2 ( x) S11 (54)

μU ( x) = â + b̂x +
σ̂( x) uγ
σ̂2 ( x) - u2

γS 22
uγS 12 +

u2
γ( S12

2 - S11 S22 ) +σ̂2 ( x) S11 (55)

σL ( x) =
σ̂2 ( x)

σ̂( x) + uγ S 22

(56)
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σU ( x) =
σ̂2 ( x)

σ̂( x) - uγ S 22

(57)

式中

S11 = c11 + 2c12 x + c22 x2 (58)

S12 = c13 + ( c14 + c23 ) x + c24 x2 (59)

S22 = c33 + 2c34 x + c44 x2 (60)

其中

( ci1 i2
) 4×4 = ( di1 i2

) - 1
4×4 (61)

di1 i2 = di2 i1 =

∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl x i1 + i2 - 2
j

σ2 ( x j )
　1 ≤ i1 ≤ i2 ≤2

∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl x i1 + i2 - 4
j u jk

σ2 ( x j )
　i1 = 1 , 2 ; 　i2 = 3 , 4

∑
m

j = 1
∑
m j

k , l = 1

v jkl x i1 + i2 - 6
j u jk u jl

σ2 ( x j )
　3 ≤ i1 ≤ i2 ≤4

(62)

1 . 3 . 3　百分位值的置信限估计

　　随机变量 t概率为 P的百分位值 tP =μ( x) +

F - 1 ( P)σ( x)的估计量由下式给出

t̂ P = â + b̂x +σ̂( x) lnln 1
1 - P

(63)

其置信度为γ的单侧置信下、上限分别为

t PL = â + b̂x +
σ̂( x)
σ̂2 ( x) - u2

γS 22
×

σ̂2 ( x) lnln 1
1 - P

+ u2
γS 12 - k P (64)

t PU = â + b̂x +
σ̂( x)
σ̂2 ( x) - u2

γS 22
×

σ̂2 ( x) lnln 1
1 - P

+ u2
γS 12 + k P (65)

式中

k P = uγ u2
γ( S12

2 - S11 S22 ) +σ̂2 ( x) S11 +
　
　

lnln 1
1 - P

2

S22 + 2 S12 lnln 1
1 - P

1/ 2

(66)

2　Weibull 分布区间数据回归分析

　　两参数 Weibull分布函数为

F( t) = 1 - exp -
t
β( x)

α( x)

　　t > 0

(67)

式中α( x) ,β( x)分别为状态 x下的形状参数和尺

度参数.若令 y = ln t ,μ( x) = lnβ( x) ,σ( x ) =

1
α( x)

,则可以将上式变换成极值分布

G( y) = 1 - exp - exp
y - μ( x)
σ( x)

(68)

式中μ( x) ,σ( x)分别为状态 x下的极值分布位置

参数和尺度参数.此时 , Weibull 分布区间数据回

归分析可转化为极值分布区间数据回归分析问题

进行处理.

3　正态分布区间数据回归分析

　　对于正态分布

F( t) =Φ t - μ( x)
σ( x)

(69)

式中μ( x)和σ( x)分别为状态 x下的正态分布均

值和标准差 ,Φ( to )为标准正态分布函数.

　　这时用正态分布区间统计量的均值、方差和

协方差代替极值分布区间统计量的均值、方差和

协方差 ,则 1 . 2 . 1 , 1 . 2 . 2和 1 . 3 . 1 , 1 . 3 . 2 节中的

公式同样适用于正态分布的回归分析 ;将 1 . 2 . 3

和 1 . 3 . 3节公式中的 lnln
1

1 - P
用Φ- 1 ( P)代替 ,

则可在多状态区间数据情况下得到正态分布百分

位值的区间估计.

4　实　例

　　文献[5 ]给出了 3 个电压下某机械滤波器加

速寿命试验定期检测结果 ,每个电压下的样本容

量分别为n1 = 19 , n2 = 35 , n3 = 12 ,得到三组区间

数据.各个电压下产品寿命 t 均服从 Weibull 分

布 ,且形状参数α保持不变 ,即有

F( ti ) = 1 - exp -
ti

β(V i )

α

　　i = 1 ,2 ,3

加速寿命方程符合逆幂律模型 ,即各个电压下特

征寿命β(V i ) ( i = 1 ,2 ,3)满足

lnβ(V i ) = a + bln V i 　　i = 1 ,2 ,3

表 1　某机械滤波器加速寿命试验定期检测结果

Table 1　Periodic detection results of mechanical f ilter

accelerated life test

组号 组限/ h

失效数

电压

V 1 = 0 . 64V

电压

V 2 = 2. 724V

电压

V 3 = 9. 52V

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0～
5～

10～
25～
50～

100～
250～
500～

1 000～
1 500～

0

1

0

0

1

0

0

0

2

1

3

1

3

1

3

3

1

1

1

2

1

1

1

0

3

0

0

1

0

1
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　　采用本文方法对表 1中区间数据进行统计分

析 ,得到参数 a , b和σ= 1/α的估计量为

â = 9 . 925 0 , b̂ = - 1 . 303 1 ,σ̂ = 2 . 964 5

该产品特征寿命与电压之间的数学关系式由下式

给出

lnβ̂(V i ) =

â + b̂ln V i = 9 . 925 0 - 1 . 303 1ln V i

5　结　论

　　(1) 提出了区间数据回归分析方法 ,将只适

用于完全数据的回归分析推广到工程中常见的区

间数据的情况.

(2) 详细讨论了工程中常见的极值分布区间

数据的一元线性回归分析 ,给出位置参数和尺度

参数的最佳无偏整体估计及其协方差矩阵.建立

百分位值的置信区间估计.

(3) 建立适用于两参数 Weibull 分布、正态

分布的一元线性回归分析方法.
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