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摘 � � � 要: 采用数值模拟的方法,模拟了平板边界层的转捩过程及发展的湍流,在此基础上, 研究了不同初

始扰动对转捩持续时间和湍流边界层厚度影响的共性和差异. 研究结果表明:在不同的波数情况下, 计算得到

不同的初始扰动引起的转捩的持续时间不同. 在给定基本波数情况下,如果初始扰动在展向不是对称的, 那

么,它们引起的转捩后平均边界层厚度与转捩起始点处边界层厚度的比值 �e /�b 在相当长的时间内表现出相

同的增长规律,这一增长规律与所加的初始扰动无关.然而, 展向是非对称的表现出不同增长规律.
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Abstract: Temporal mode direct ion numerical simulat ion has been done for the br eak�
down process o f lam inar�turbulent t ransition and the fully developed turbulence in an incom�
pressible boundary layer on a flat plate. Based on the computat ional r esults, the common and

different char acteristics of the durations of t ransitio n and the t ime�averaged boundary- layer

thickness induced by dif ferent init ial distur bances w ere discussed. Analyt ical results show

that under dif ferent basic w ave numbers, the durat ions of t ransit io n induced by dif ferent ini�
t ial disturbances are different to one another . On the other hand, under g iven basic w ave

numbers, if the initial disturbances ar e dissymmetrical in span�w ise direction, the rat io of the

time�aver aged boundary�layer thickness af ter t ransit ion to the boundary�layer thickness at

the beginning of the breakdown process in the t ransit io n, �e /�b, show s the same g row th r ate

w ith respect to t ime, w hich is independent o f the init ial disturbances. In contrast , init ial

symmetric disturbances w ill induce differ ent g row th t rends.

Key words: aerospace propulsion system; transit ion; turbulence; w ave number; dis�
turbance

� � 20世纪初, Prandt l提出边界层概念后,人们

发现边界层中同样存在层流和湍流两种流态. 层

流时物体所受的阻力及传热能力与湍流时是大不

一样的.而对钝体或以大攻角运动的物体来说, 流
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动的分离位置受边界层是层流还是湍流的影响,这

又间接地影响到气动力.因此, 对航空航天、船舶、

车辆等的设计来说,深入理解转捩机理和控制边界

层的转捩过程是准确计算空气动力及热传导的前

提[ 1�2] .因此,通过某些技术手段延缓转捩, 可以有

效减小阻力,提高燃料的利用率,具有很高的经济

效益.尽管开始时人们对从层流到湍流的转捩这一

问题的研究也许曾经是以兴趣为主要动力,但现在

人们对这一问题继续感兴趣的主要原因显然是它

在工程和技术问题上的重要性
[ 3�6]

.

过去从稳定性的角度对转捩问题做了很多研

究,但重点放在了转捩前扰动的演化上[ 7] ,而没有

对从层流到湍流的机理以及湍流特性存在的共性

和差异进行更加深入的研究. 黄章峰等[ 8 ]采用时

间模式对来流马赫数为 4. 5的平板边界层湍流进

行了直接数值模拟. 发现当湍流充分发展后, 其平

均流剖面、湍流马赫数和雷诺应力等沿平板法向

的分布都具有相似性[ 9] . 这一结论对简化但又较

准确地计算工程技术问题中的湍流问题提供了一

种可能性
[ 10]

.这一发现使我们自然地考虑到: 在

不同初始扰动情况下,转捩的 breakdown过程及

转捩前后边界层中各种物理量的变化应该有一定

的规律性.

目前,在湍流的工程计算上,除了要预测转捩

开始的地方或时间外, 有时还要比较准确地模拟

转捩过程,以使层流段与湍流段的衔接更符合实

际情况而提高计算精度, 而这一点并不容易. 如果

我们能找到转捩过程更多有规律性的东西,则对

上述问题的解决会有帮助.而在这个问题中转捩

的 br eakdown过程的长短及转捩前后边界层厚

度的变化又是工程技术问题中最常见的、急待解

决的问题. 因此, 本文的研究正是基于这种考虑.

该研究包含两个方面: 不同初始扰动对转捩的持

续时间的影响; 不同初始扰动对转捩后的边界层

厚度的影响.

1 � 数值模拟的方法

1. 1 � 计算方法

对不可压平板边界层流动来说,直角坐标系

下的无量纲扰动方程为

�u j

�x j
= 0

�ui
�t + U j

�u i

�x j
+ uj

�U i

�x j
= -

� �
�x i

+

1
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�x j

u i - qi

(1)

其中, i, j = 1, 2, 3, t为时间; u i 为扰动速度,其分

量为 u, v , w ; Ui 为基本流速度, 其分量为 U, V ,

W; x i 表示坐标,其分量为 x , y , z ,其中 x 为流向、

y 为法向、z 为展向. � = p + 0 5  ( u
2
+ v

2
+

w
2
) , p 为扰动压力, qi = 2u j�ij , �ij = 0 5  (� ui /

�x j - �u j /�x i ) ,雷诺数定义为 R e= U ! �
*
/  , 这

里取雷诺数为 2 000,其中  为运动粘性系数.

本文采用的基本流是 Blasius解, 并采用平行

流假设,所以, U= U( y ) ; V = 0; W = 0. 在计算域

的展向和流向都采用周期性边界条件, 即设扰动

在流向及展向都是周期性的, 因而数值方法可采

用伪谱方法.将任一变量 q 表达为

q( x , y , z , t ) = ∀
M/ 2- 1

m= 1- M / 2
� ∀

N/ 2- 1

n= 1- N/ 2
q̂mn ( y , t ) e

i!
m
x+ i∀

n
z

(2)

其中, !m= m!0 = 2#m/ L x , ∀n= n∀0= 2#n/ L z , m= 1

- M / 2, #, 0#, M / 2- 1, n= 1 - N / 2, #, 0#,

N / 2- 1, Lx , L z 分别为 x 和 z 方向计算域长度.

q̂ mn表示函数在谱空间的分量,代入( 1)式后,得到

x 和 z 方向离散后的谱空间方程.对该方程进行

时间离散,线性部分中函数对时间的导数的差分

格式为

dq̂
dt
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=  0 q̂n+ 1
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非线性部分中函数的差分格式为
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n+ 1

= d0 q̂
n
+ d1 q̂

n- 1
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+ O( ( ∃t ) 3) ( 4)

将差分格式( 3)和( 4)代入离散后的谱空间方程得
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因为方程( 5)的第 2, 3, 4式的右侧的第三项是前

三个时间步的已知值,所以该方程就只含有 n+ 1
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时间步的 u, v, w , p4个未知量了.差分格式的系

数详见表 1.

表 1� 方程( 5)中的系数

Table 1� The coeff icients in equations (5)

系数 1 阶精度 2阶精度 3 阶精度

 0 1/ ∃t 3/ ( 2∃t) 11/ ( 6∃t)

c0 - 1/∃ t - 2/∃t 3/∃t

c1 0 1/ ( 2∃t) - 3/ ( 2∃t)

c2 0 0 1/ ( 3∃ t)

d0 1 2 3

d1 0 - 1 - 3

d2 0 0 1

J e 0 1 2

对时间离散后的方程( 5)在 y 方向采用 Ma�
l ik 建议的两点 4阶精度的紧致差分格式为

%j+ 1 - %j = ∃y
2

d%
dy j+ 1

+ d%
dy j

- ( ∃y ) 2

12
 

d2%
dy 2

j+ 1
-

d2%
dy 2

j
+ O ( ( ∃y ) 5 ) ( 6)

其中, %n+ 1
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mn )

T
, 这里, &n+ 1
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n+ 1
mn , f

n+ 1
mn =

�
�y&

n+ 1
mn .

开始计算时,不能立即用上述的三阶精度的

格式,因为它需要预知前三个时刻的解.因此要用

低阶精度的格式起动.为保证精度,其时间步长应

相应地减小.

如图 1, x, y , z 方向(展向 z 的方向垂直纸面向

里)的有效计算域以起始时的边界层排移厚度 �*

为特征长度无量纲化时分别为[ 0, 20#] , [ 0, 40] ,

[ 0, 20#] ,对应的计算网格点数为: 129 % 201 % 129

(前 6种情况的计算域和网格点数) .其中在 x 和 z

方向为均匀网格,在 y 向为变网格与等间距网格对

接的双网格结构,其中变间距网格的变换公式为

x ( i) = 1 - y n  i/ [ n0  ( y n + B 0) ]

y ( i ) = B0  (1/ x ( i) - 1)
(7)

这里, i= 0, 1, 2, #n0 , n0 = 113, B0 & 3 0, 变网格
与等间距网格在结合点处的 y 值为 y n = 15.等间

距网格点数为 88个点.在 x , z 方向采用周期性的

边界条件;平板上为无滑移边界条件; y 方向在上

边界处的边界条件为扰动速度为零.

1. 2 � 嵌边区的加入

为了使计算导致的误差在上边界能顺利传出

而不反射回来, 需在原先的计算域上侧增加一缓

冲区,如图 1阴影部分所示. 在该区内对方程( 1)

图 1 � 计算域示意图

F ig. 1� Sketch o f computat ional domain

的第二式右侧增加一特殊的源项 H i = - ∋( y ) ui ,

而 ∋( y )为所谓的嵌边函数.经过修正后的 N�S方
程可以表示为

�ui
�t + U j

�u i

�x j
+ uj

�U i

�x j
= -

� �
�x i

+
1
Re

.

�
�x j

�
�x j

u i - qi - ∋( y ) ui (8)

� � 图 2给出了 ∋( y )的形状, 其解析表达式为

∋( y ) = ∋max [ S(
y - y start

∃rise
, 1) -

S(
y - y end

∃fall
+ 1, - 1) ] (9)

式中形函数 S( a, b)为

S( a, b) =

0

1
2

tanh 7a- 7+ b
2

+ 1

1

a ∋ 0

0 < a < 1

a (1

(10)

(本文中取 ∃rise= 3L f / 8, ∃fall= 0,其中, L f 为嵌边区

的总长度.∋max由衰减因子决定,根据 Lundbladh 等

人[ 10] 所提供的粗略估测结果, 在要求扰动经过嵌

边区后的衰减因子约为 106 时,取 ∋max= 1 5.

图 2� 嵌边函数 ∋( y )的典型形状

Fig . 2 � Typical sketch of fr inge funct ion

1. 3 � 参数的选取

计算起始于层流,然后引入扰动.扰动形式如

下:

∀
3

j= 1
A juj ( y ) e

i( !
j
x+ ∀

j
z )

( 11)
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!j 与∀j ( j = 1, 2, 3)分别是 x 和 z 向的波数. uj 是

解层流剖面的 Orr�Sommerfeld 方程特征值问题

所得到的特征速度矢量, uj 的归一化条件为 max

| u1 | = 1, u1 是扰动的流向速度分量, A j 是扰动幅

值.

本文共考察了 12种不同的初始扰动情况.表

2列出了前 6 种初始扰动参数, 其中第 2, 5两种

情况都包含了 1对对称的斜波. 与计算域对应的

流向及展向基本波数 !0及 ∀0均为 0. 1, 嵌边区的

长度为 L f= 40,计算域及网格点数如 1. 1 节所

述;表 3列出了后 6种初始扰动参数.与前面 6种

情况不同的是它们的流向及展向基本波数分别为

0. 2及 0. 3,嵌边区的长度增为 L f= 80. 计算域的

网格点数也改为 N x % N y % N z = 128 % 240 % 128.
其中第 9, 10两种情况都包含了 1对对称的斜波.

表 2� 初始扰动参数( Case1~ Case6)

Table 2 � Parameters of initial disturbances

Case 1

j a ! ∀ �

1 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 2, 0) ( 0. 068 382, 0. 002 360)

3 0. 01 ( 0. 4, 0) ( 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

Case 2

1 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 2, 0) ( 0. 068 382, 0. 002 360)

3 0. 01 ( 0. 4, 0) ( 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

4 0. 005 ( 0. 2, 0) ( - 0. 2, 0) ( 0. 068 382, 0. 002 360)

5 0. 005 ( 0. 4, 0) ( - 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

Case 3

1 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 2, 0) ( 0. 068 382, 0. 002 360)

3 0. 005 ( 0. 4, 0) ( 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

Case 4

1 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 01 ( 0. 3, 0) ( 0. 2, 0) ( 0. 104 242, - 0. 003 741)

3 0. 01 ( 0. 4, 0) ( 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

Case 5

1 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 002 ( 0. 3, 0) ( 0. 2, 0) ( 0. 104 242, - 0. 003 741)

3 0. 002 ( 0. 4, 0) ( 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

4 0. 002 ( 0. 3, 0) ( - 0. 2, 0) ( 0. 104 242, - 0. 003 741)

5 0. 002 ( 0. 4, 0) ( - 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

Case 6

1 0. 01 ( 0. 3, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 099 005, 0. 001 442)

2 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 2, 0) ( 0. 068 382, 0. 002 360)

3 0. 01 ( 0. 4, 0) ( 0. 1, 0) ( 0. 132 226, - 0. 018 957)

表 3 � 初始扰动参数( Case7~ Case12)

Table 3� Parameters of initial disturbances

Case 7

j a ! ∀ �

1 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 3, 0) ( 0. 073 587, - 0. 000 666)

3 0. 01 ( 0. 4, 0) ( 0. 6, 0) ( 0. 121 454, - 0. 029 957)

Case 8

1 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 3, 0) ( 0. 073 587, - 0. 000 666)

3 0. 005 ( 0. 4, 0) ( 0. 6, 0) ( 0. 121 454, - 0. 029 957)

Case 9

1 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 3, 0) ( 0. 073 587, - 0. 000 666)

3 0. 005 ( 0. 4, 0) ( 0. 6, 0) ( 0. 121 454, - 0. 029 957)

4 0. 005 ( 0. 2, 0) ( - 0. 3, 0) ( 0. 073 587, - 0. 000 666)

5 0. 005 ( 0. 4, 0) ( - 0. 6, 0) ( 0. 121 454, - 0. 029 957)

Case 10

1 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 002 ( 0. 2, 0) ( 0. 3, 0) ( 0. 073 587, - 0. 000 666)

3 0. 002 ( 0. 4, 0) ( 0. 6, 0) ( 0. 121 454, - 0. 029 957)

4 0. 002 ( 0. 2, 0) ( - 0. 3, 0) ( 0. 073 587, - 0. 000 666)

5 0. 002 ( 0. 4, 0) ( - 0. 6, 0) ( 0. 121 454, - 0. 029 957)

Case 11

1 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 01 ( 0. 4, 0) ( 0. 3, 0) ( 0. 127 241, - 0. 025 078)

3 0. 01 ( 0. 4, 0) ( 0. 6, 0) ( 0. 121 454, - 0. 029 957)

Case 12

1 0. 01 ( 0. 2, 0) ( 0. 0, 0) ( 0. 060 639, 0. 003 867)

2 0. 005 ( 0. 2, 0) ( 0. 3, 0) ( 0. 073 587, - 0. 000 666)

3 0. 005 ( 0. 4, 0) ( 0. 9, 0) ( 0. 117 924, - 0. 032 829)

� � 注:这里的 a表示波的幅值, �表示频率.

2 � 结果分析与讨论

2. 1 � 转捩的持续时间

要确定转捩的持续时间, 就要确定转捩的起

始及终了时刻.目前并不存在起始及终了时刻的

精确定义.我们采用的办法是,将壁面摩擦系数开

始快速增长的转折段的中点作为转捩的起始时
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刻,而将壁面摩擦系数取最大值的时刻作为转捩

的终了时刻.图 3和图 4列出了上述 12种情况的

平均摩擦系数 C f随时间演化图. 从图中可以确定

出转捩的起始及终了时刻, 即可得到表 4 和表 5

中的 t b和 te ,从而得到转捩持续时间 t e- t b . 从表

4中可以看出前 6种情况的转捩的持续时间大约

在 150~ 160之间.而后 6种情况的转捩的持续时

间大约在 180~ 210之间.后 6种情况的基本波数

大于前 6种情况的基本波数. 即在给定基本波数

情况下,不同的初始扰动引起的转捩的持续时间

比较接近;但在不同的基本波数情况,不同的初始

扰动引起的转捩的持续时间却不同. 目前我们还

不能确定基本波数的大小是否是造成转捩持续时

间长短的决定因素, 今后还需要算更多的算例.

图 3 � 前 6 种情况的 C f随时间(无量纲)演化

Fig . 3 � T ime histo ry of skin�friction

coefficient C f for t he fo rmer six cases

图 4 � 后 6 种情况的 C f随时间(无量纲)演化

Fig . 4 � T ime histo ry of skin�friction

coefficient C f fo r the latt er six cases

表 4� 不同初始扰动引起的转捩的持续时间(前 6 种情况)

Table 4� the durations of transition induced

by diff erent initial disturbances

Case 1 Case 2 Case 3 Case 4 Case 5 Case 6

tb 160 140 320 160 410 120

te 310 290 480 310 560 270

te- tb 150 150 160 150 150 150

ts 330 300 510 320 580 280

表 5� 不同初始扰动引起的转捩的持续时间(后 6 种情况)

Table 5� the durations of transition induced

by diff erent initial disturbances

Case 7 Case 8 Case 9 Case 10 Case 11 Case 12

tb 220 430 230 440 310 215

te 430 640 440 650 490 395

te- tb 210 210 210 210 180 180

ts 440 660 460 690 500 440

2. 2 � 转捩后的边界层厚度的演化

图 5和图 6显示的是不同初始扰动引起的转

捩后平均边界层厚度与转捩起始点处边界层厚度

的比值 �e / �b 随时间的演化, 这里的 �e 表示从计

算起始点 t s 位置开始到某一时刻边界层厚度在

一个短时间内的平均值, ts 则选为转捩结束后湍

流达到充分发展的时刻, 即图 5中每个曲线峰值

以后开始较平缓变化的起点; �b 表示转捩起始点

tb 处的边界层厚度. 该图中横坐标中的时间 t的0

时刻对应于计算起始点 t s, 每种情况的计算起始

点位置是不同的. 从图 5 可以看出在 t= 0~ 400

区间内第 1, 3, 4, 6种情况的 �e /�b 随时间的演化

曲线几乎是重合的;而第 2与第 5种情况曲线也

是几乎完全重合,但它们的曲线与第 1, 3, 4, 6种

情况的曲线不重合, 而是高于第 1, 3, 4, 6种情况

的曲线.第 2与第 5 种情况的初始扰动与其它情

况的差别在于前者的斜波都是两对波而不是两个

波.与图 5 相比,从图 6可以看出类似的结果,即

初始扰动中的斜波是两对波而不是两个波时湍流

边界层的厚度会较大.但无论是那种情况,相对于

前 6中情况都较厚. 因此, 在给定基本波数情况

下,如果初始扰动在展向不是对称的, 那么,它们

引起的转捩后平均边界层厚度与转捩起始点处边
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界层厚度的比值 �e/ �b 在相当长的时间内表现出

相同的增长规律, 这一增长规律与所加的初始扰

动无关; 如果初始扰动在展方向是对称的,那么,

它们的 �e /�b 在相当长的时间内表现出类似的增

长规律.但是,展向是对称的和非对称的表现出不

同增长规律.这是不是也是因为基本波数不同造

成的目前也不能确定.但无论如何,初始扰动的对

称性对转捩后的边界层厚度会有明显影响却是事

先没有料到的. 当然,一对斜波的扰动能量大于一

个斜波,但初始扰动的能量似乎不是主要因素,因

为对应于同样波数但幅值不同的初始扰动,其结

果是一样的.

3 � 结 � 论

1) 在给定基本波数情况下, 不同的初始扰动

引起的转捩的持续时间比较接近; 在不同的基本

波数情况下,计算得到不同的初始扰动引起的转

捩的持续时间不同.

2) 在给定基本波数情况下, 如果初始扰动中

的斜波不是对称的, 转捩后边界层厚度与转捩起

始点处边界层厚度的比值 �e/�b ,小于初始扰动中

的斜波是两对对称波的相应值.

本文所研究的问题, 还需要算更多的例子并

加以分析,也许最终可以找到更有规律性的结果,

以简化包括转捩预测的湍流计算.
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罗纪生教授精心指导下完成的, 在此表示衷心感
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