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转子进动分析的 4个定理
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摘 � � � 要: 建立 4 个关于转子进动的定理.定理 1 为转子进动圆的面积定理; 定理 2 为转子进动圆的周长

定理;定理 3 和 4 则描述了转子上的作用力及其所作的功与转子进动的关系. 应用上述定理, 对不平衡力、阻

尼力和反对称交叉刚度产生的弹性力所做的功进行了分析. 所得结论与经典理论一致.但发现, 当 �y < �< �x

时,由于| r- | > | r + | ,反对称交叉刚度产生的弹性力做负功, W < 0. 这种情况下, 反对称交叉刚度为镇定因

素,有利于抑制反进动失稳.
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4 theorems on whirl transform of rotor vibration
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Abstract: The mot ion of a rotor can be decomposed into for w ard w hir ls and backward

whirls. This approach is referred to as w hirl analy sis or w hirl t ransfo rm. It r ev eals the rela�
t ionship betw een mot ion of a r otor and fo rces applied mo re evident ly, therefo re this method

is w idely applied to diagnosing problems in rotating machinery .

4 theorems about r otat ion vibrat ion w ere established. T heor em 1 states that , an ellipt i�
cal or bit o f a r otor can alw ays be decomposed into a forw ard w hirl and a backw ard whir l.

The ar ea of the el lipt ical orbit is equal to the absolute value of the dif ference betw een the area

of the forw ard w hirl and that of backw ar d whir l. Theorem 2 is associated w ith the circumfer�
ence of an elliptical orbit and its forw ard w hirl and backw ar d whirl. T heorem 3 states that ,

the forces applied to a rotor can also be decomposed into forw ard w hirl force and backward

whirl fo rce. The fo rw ar d w hirl force can only perform w ork on the forw ard w hir l but not on

backw ard whir l; v ice versa, the backw ar d whirl force can only perform w ork on the back�
ward whir l but does not on the forw ard w hirl. T heorem 4 states that the w ork performed by

forw ard w hirl fo rce is equal to the dot product o f forw ard w hirl force and the displacement of

rotor in the forw ard w hirl, similarly the w ork perfo rmed by backw ard whirl force is equal to

the dot product of backw ard whirl for ce and the displacement of rotor in backw ard whir l.

The theo rems ar e applied to determine the w ork performed by unbalance, v iscous damping

and restor ing forces due to skew symmetric st if fness. The results are ident ical w ith tho se ob�
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tained from traditional dynamics. However it is found that, when �y< �< �x , as | r- | > | r+ | , the

skew symmetric st iffness w ill act as a stabilizing force suppressing backw ard whir l of a r o�
tor .

Key words: aero space pr opulsion sy stem ; rotor; for ward w hirl; backw ard whirl; the�
o rem

� � 进动分析是剖析转子运动的重要方法.特别

是对诊断转子不平衡、不对中、裂纹、碰摩等故障

能够提供更明确的征兆信息[ 1�12] . 目前, 该方法已

获得较广泛的应用[ 1�12] .

本文建立了 4个关于转子进动的定理. 定理

1为转子进动圆的面积定理, 即转子任何一阶进

动轨迹的面积等于该阶正进动圆面积与反进动圆

面积之差的绝对值.定理 2为转子进动圆的周长

定理,即椭圆轨迹的周长小于等于正进动圆轨迹

和反进动圆轨迹周长之和;而大于等于正进动圆

轨迹和反进动圆轨迹中半径较大一个进动圆轨迹

的周长.定理 3和 4 则描述了转子上的作用力及

其所作的功与转子进动的关系.定理 3为,转子上

的作用力也可分解为正进动作用力和反进动作用

力.正进动作用力只在正进动轨迹上做功,而不会

在反进动轨迹上做功;同理,反进动作用力只在反

进动轨迹上做功,而不会在正进动轨迹上做功.定

理 4:正进动作用力在正进动轨迹上所做的功等

于正进动作用力幅值矢量与正进动位移幅值矢量

的内积;反进动作用力在反进动轨迹上所做的功

等于反进动作用力幅值矢量与反进动位移幅值矢

量的内积.转子上作用力所做的总功等于正进动

作用力所做的功与反进动作用力所做的功之代数

和.应用上述定理,对不平衡力、阻尼力和反对称

交叉刚度产生的弹性力所做的功进行了分析. 所

得结论与经典理论一致
[ 12]
. 但发现, 当 �y < �<

�x 时,由于| r- | > | r + | ,反对称交叉刚度产生的

弹性力做负功, W< 0.这种情况下,反对称交叉刚

度为镇定因素,有利于抑制反进动失稳.

上述的理论有助于更清晰地描述转子的涡

动,更深入地理解进动分析方法.

1 � 转子进动�正进动和反进动

由于支承刚度的各向异性、传动系统的方向

性等原因,转子振动的轨迹一般为椭圆.转子的椭

圆运动轨迹总可以分解为正进动圆轨迹和反进动

圆轨迹两个轨迹分量
[ 12]
.

r = r+ e
j�t

+ r- e
- j�t

=
1
2
[ X ( �) + Y( �) ] e

j �t
+

1
2
[ X ( �) - Y( �) ] e- j�t

(1)

如图 1所示.

其中正进动圆轨迹半径为

r+ =
1
2
[ X + Y] (2)

� � 反进动圆轨迹半径为

r- =
1
2
[ X - Y] (3)

X 和 Y 分别为椭圆轨迹的 2个半轴.

图 1 � 转子的椭圆轨迹分解为正进动圆轨迹和反进动圆轨迹

F ig . 1 � An elliptic o rbit is decomposed into forw ard w hirl and backw ard whirl component

2 � 进动圆面积定理

如上节所述,任何一个椭圆轨迹总可以分解

成正进动圆轨迹和反进动圆轨迹两个轨迹分量.

转子的轨迹面积与转子上的作用力做功成正比.

做功的大小和正负决定了转子的稳定性.

定理 1: 椭圆轨迹的面积等于正进动圆面积

和反进动圆面积之差的绝对值.
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证明:转子椭圆轨迹的方程为

x = X ( �) cos �t (4)

y = Y( �) sin �t (5)

其面积为

A =  X ( �) Y( �) (6)

根据式( 2)和式( 3) , 正进动圆的面积为

A + =
1
4
[ X ( �) + Y( �) ] 2 (7)

反进动圆的面积为

A - =
1
4
[ X ( �) - Y( �) ] 2 (8)

正进动圆面积和反进动圆面积之差为

A +- A - =
1
4
 4X ( �) Y( �) =  X ( �) Y( �) = A

(9)

� � 在转子运动过程中有可能出现反进动圆面积

大于正进动圆面积的情况.这时取正进动圆面积

和反进动圆面积之差的绝对值为椭圆轨迹的面

积.定理 1仍然成立.

3 � 进动圆的周长定理

定理 2: 椭圆轨迹的周长与所分解的正进动

圆轨迹和反进动圆轨迹的周长满足如下的关系:

椭圆轨迹的周长小于等于正进动圆轨迹和反

进动圆轨迹周长之和; 而大于等于正进动圆轨迹

和反进动圆轨迹中半径较大一个进动圆轨迹的周

长.可用如下的数学不等式来表达

max ( L+ , L- )  L  L++ L- (10)

其中 L 为椭圆轨迹的周长, L + 为正进动圆轨迹的

周长, L - 反进动圆轨迹的周长.式中的等号当仅

当转子的轨迹为正进动圆轨迹或者反进动圆轨迹

时成立.

证明:椭圆的周长近似公式为

L ! 2 Y + 4( X - Y) (11)

正进动圆轨迹的周长为

L+ =  ( X + Y) (12)

反进动圆轨迹的周长

L- =  ( X - Y) (13)

L++ L- = 2 X (14)

L++ L-- L = 2 X - 2 Y - 4( X - Y) =

(2 - 4) ( X - Y) > 0 (15)

不等式的右端得证.

L ! 2 Y + 4( X - Y) > 2 Y +  ( X - Y) =

 ( X + Y) = L+ (16)

不等式左边也得证.

当转子转一周时, 不论是椭圆轨迹矢量还是

两个进动圆轨迹矢量都同时旋转一周.定理 2说

明,椭圆轨迹矢量旋转的角速度不等于进动圆轨

迹矢量的旋转角速度.

由图 2可见,转子涡动角为

图 2� 转子椭圆轨迹涡动角

Fig. 2 � Whirl ang le o f a rot or

tan !=
y
x

=
Y
X
tan �t (17)

涡动角速度为
[ 13]

�!= X Y
X

2
co s

2
�t + Y

2
sin

2
�t
� (18)

� � 说明只有当 X = Y 时, 即转子发生圆轨迹涡

动时,涡动角速度与转子自转角速度相等.图 3表

示转子自转一周涡动角速度的变化.可见,当转子

以椭圆轨迹涡动时, 涡动角速度并非常数,而是变

化的,变化频率是转子自转角速度 �的 2倍.

图 3 � 转子自转一周涡动角速度的变化

Fig. 3� Angular whirl speed o f a ro tor in one revo lution

4 � 转子上的作用力所做的功

转子上会作用有不平衡力、气动力、电磁力等

多种形式的力.出现故障之后还会产生附加的作

用力.有些力会激起转子的受迫振动,但并不向转

子运动输入能量, 例如不平衡力. 但有些力,例如
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滑动轴承中的油膜力、气流间隙激振力( A lfo rd)

等在一定情况下会向转子不断输入运动能量, 使

转子失稳
[ 12]

.

以下分析转子上的作用力和转子进动的关

系.

定理 3: 转子上的作用力也可分解为正进动

作用力和反进动作用力.正进动作用力只在正进

动轨迹上做功, 而不会在反进动轨迹上做功; 同

理,反进动作用力只在反进动轨迹上做功,而不会

在正进动轨迹上做功.

定理 4: 正进动作用力在正进动轨迹上所做

的功等于正进动作用力幅值矢量与正进动位移幅

值矢量的内积; 反进动作用力在反进动轨迹上所

做的功等于反进动作用力幅值矢量与反进动位移

幅值矢量的内积. 转子上作用力所做的总功等于

正进动作用力所做的功与反进动作用力所做的功

之代数和.

4. 1 � 转子不平衡力所作的功

转子不平衡力为

Fx ∀ = m∀�2 cos( �t + #) (19)

Fy ∀ = m∀� 2sin( �t + #) (20)

写成复向量形式

F∀ = Fx ∀ + Fy ∀ = m∀�
2
e
j ( �t+ #)

(21)

可见,转子不平衡力为正进动作用力.

根据定理 3 和定理 4, 不平衡力在一个周期

内所做的功为

W∀ = ∀
2 

0
| F∀ | # dr = ∀

2 

0
| F∀ |#| j r+ | d!

(22)

� � 由于 F∀∃ j r + ,因此, W ∀= 0.说明当转子稳定

运行时,不平衡力不做功.

4. 2 � 阻尼力所做的功

阻尼力为

Fd = - d0�r = - j �d 0 [ r+ e
j� t

- r- e
- j� t

] =

Fd+ e
j�t

+ Fd- e
- j�t

(23)

其中

Fd+ = - j �d0 r+ ; Fd- = j �d 0r- ; d0为阻尼系数.

阻尼力在一个周期内所做的功

Wd = ∀
T

0
| Fd |# dr = ∀

2 

0
| Fd+ | #| j r+ | d!-

∀
2 

0
| Fd- | #| j r- | d!= - 2 d 0 �[ r 2++ r

2
- ]

(24)

可见阻尼力始终做负功, 耗散转子运动能量.

4. 3 � 弹性力所做的功

当转子系统存在反对称交叉刚度时, 弹性力

为

Fx = - s0x - s12 y (25)

Fy = - s0y + s12x (26)

设转子的运动轨迹为椭圆轨迹,轨迹矢量为

r = r+ e
j�t

+ r- e
- j�t

(27)

把弹性力写成复向量形式,并且带入轨迹矢量得

F = Fx + j F y = - s0 [ r+ e
j �t

+ r- e
- j� t

] +

s12 j [ r+ e
j �t

+ r- e
- j �t

] = - s0r + s12 j r =

( j s12 - s0) r+ e
j �t

+ ( js 12 - s0) r- e
- j �t

=

F+ e
j�t

+ F- e
- j �t

(28)

其中

F+ = ( j s12 - s0) r+ (29)

F- = ( j s12 - s0) r- (30)

弹性力在一个周期内所做的功

W = ∀
T

0
| F |# dr = ∀

2 

0
| F+ |#| j r+ | d!-

∀
2 

0
| F- | #| j r - | d!= 2 s 12 [ r 2+- r

2
- ] (31)

� � 根据定理 1, 得

W = 2 s 12 [ r 2+- r
2
- ] = 2 s12X Y (32)

表明弹性力所作的功与转子涡动轨迹的面积成正

比.

当转子以正进动为主时, 即| r + | > | r- | , 反

对称交叉刚度产生的弹性力做正功 W > 0, 使转

子发生正进动失稳. 对于支承各向异性的转子,当

�y< �< �x 时, | r- | > | r+ | ,弹性力做负功, W <

0.这种情况下,反对称交叉刚度为镇定因素,有利

于抑制反进动失稳.

5 � 结 � 论

本文对转子进动分析理论进行了理论拓展,

提出了 4个进动定理.结论如下:

( 1) 转子任何一阶进动轨迹的面积等于该阶

正进动圆面积与反进动圆面积之差的绝对值;

( 2) 椭圆轨迹的周长小于等于正进动圆轨迹

和反进动圆轨迹周长之和;而大于等于正进动圆

轨迹和反进动圆轨迹中半径较大一个进动圆轨迹

的周长;

( 3) 转子上的作用力可分解为正进动作用力

和反进动作用力. 正进动作用力只在正进动轨迹

上做功, 而不会在反进动轨迹上做功; 同理,反进

动作用力只在反进动轨迹上做功, 而不会在正进

动轨迹上做功;
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( 4) 正进动作用力在正进动轨迹上所做的功

等于正进动作用力幅值矢量与正进动位移幅值矢

量的内积;反进动作用力在反进动轨迹上所做的

功等于反进动作用力幅值矢量与反进动位移幅值

矢量的内积.转子上作用力所做的总功等于正进

动作用力所做的功与反进动作用力所做的功之代

数和;

( 5) 当 �y < �< �x 时, 由于| r- | > | r+ | , 反

对称交叉刚度产生的弹性力做负功, W < 0. 这种

情况下,反对称交叉刚度为镇定因素,有利于抑制

反进动失稳.

参考文献:

[ 1 ] � LIAO Mingfu, Gasch R. Crack detection in rotat ing shaft s� an

experimen tal study [ R ] . IMechE 1992, Bath, En glan d:

C432/ 106.

[ 2 ] � 廖明夫. 裂纹转子动力学特性及其监测技术研究[ D] . 西

安:西北工业大学博士论文, 1995.

[ 3 ] � Weigel M . Wer kzeu ge zur schw ingu ngsdiagnose an turb o�

maschinen[ C ] % In: 3. sym posium: m ethoden , nutzen

u nd t rends der schwin gungsdiagnost ischen Ueb erw achun g

von Tu rbosaetzen in Kraf tw erk en und Indu st rieanlagen .

W illin gen�Sauerland: 1995.

[ 4 ] � LIAO MingFu, Andreas eichler and markus schatz: a new ap�

proach to detection of cracks in an anisot ropic rotor [ J ] .

M achine Vibrat ion, 1995, 4: 147�151.

[ 5 ] � Gasch R, LIAO Mingfu. Process for early detection of a

crack in a rotat ing shaf t [ M ] . United States Patent ,

5533400, 1996.

[ 6 ] � Rietz P, S egeb art P, Liao M F. Diagnosehinw eis e aus der

n umerisch en simu lat ion von Anst reifvorgaengen von ro�

t ierenden w el len [ C ] % VDI�S chw ingung stagung ( 1999 ) .

VDI Dues seldorf, Berichtband.

[ 7 ] � Goldman P, M uszyn ska A. Applicat ion of full s pect rum to

r otat ing m achinery diagnost ics [ J] . Orbit , 1999: 17�21.

[ 8 ] � 廖明夫, 邓小文.诊断转子支座松动故障的一种新方法

[ J ] .振动、测试与诊断, 1999, 19( 4) : 359�363.

LIAO Mingfu, Deng Xiaow en, Yang Sh engji. A n ew ap�

proach to diagnosin g the loos ening of support of a rotor

[ J ] . Journal of Vibrat ion, Measu rem ent & Diagnosis ,

1999, 19( 4) : 359�363.

[ 9 ] � 杨伸记,廖明夫.旋转机械状态监测与故障诊断系统 [ J ] .

测控技术, 2000, 19( 1) : 56�58.

YANG Shengji, LIAO Mingfu, ZHAO Xumin. Computer

aided monitoring and diagnosi s sys tem [ J] . Measur ement

& C on t rol T echnology, 2000, 19(1) : 56�68.

[ 10] � 邓小文,廖明夫. 碰摩转子的弯曲和扭转振动分析 [ J] . 航

空动力学报, 2002, 17( 1) : 97�104.

DENG Xiaowen, LIAO Mingfu. Robert liebich and robert

gasch: coupled bending an d torsional vibrat ions due to ro�

t or� t o�stator con tact s [ J] . J ournal of Aerospace Pow er,

2002, 17( 1) : 97�104.

[ 11] � 廖明夫. An dreas eichler and markus schatz: 一种识别支

承各向异性的转子轴上裂纹的方法.中国发明专利: ZL 95

115465. 6[ P] . 2002�03�13.

[ 12] � Gasch R, Nordm ann R, Pf�t zner H . Rotordynam ik[ M ] .

2n d. Berlin: Springer, 2002, ISBN 3�540�41240�9.

[ 13] � Meirovitch L. Fundamentals of vibrat ions [ M ] . McGRAW�

H ILL Internation al Edit ion, 2001, ISBN 0�07�041345�2.

285


