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统一粘塑性本构方程一致切线刚度矩阵的研究
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摘　　　要 : 统一粘塑性本构方程是微分或增量形式的方程组 ,内变量是隐式的 ,一致切线刚度矩阵很难给

出明确的表达式.针对包含热恢复项的统一的粘塑性本构方程 ,在向后欧拉积分的基础上 ,为本构模型推导和

确定了一个新的考虑率相关塑性的一致切线刚度矩阵 (Consistent tangent modulus)的表达式 ,并在通用的有

限单元分析程序 MARC中实现.通过一些算例的有限元分析 ,检验了一致切线刚度矩阵的可行性.
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Abstract : U nified viscoplasticity constit utive equations are a system of integral or incre2
mental equations wit h implied internal variables. So ,it is difficult to p rovide a well2defined

exp ression of t he consistent tangent modulus. Based on t he backward Euler’s integral for u2
nified viscoplasticity constit utive equations ,a new expression of consistent tangent modulus

was derived for rate2dependent plasticity. The constit utive equations and consistent tangent

modulus expression were implemented in a commercial finite element code2MA RC. The nu2
merical examples of finite element s verify t he feasibility of consistent tangent modulus.
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　　在研究材料本构方程应力积分方案的同时 ,

一般都会给出相应的一致切线刚度矩阵的表达形

式 ,文献[ 1 ]利用弹性预测/塑性矫正的方法来积

分本构方程 ,并给出一致切线刚度矩阵的运算方

法. Peric等人[223 ]描述了一种一致切线刚度矩阵

的近似方法.但是由于本构方程的多样性和复杂

性 ,并不是所有的本构方程都已经确定了精确的

一致切线刚度矩阵的表达形式 ,对一致切线刚度

矩阵的研究一直在进行.统一粘塑性本构方程是

微分形式的 (或增量形式的)方程组 ,内变量是隐

式的 ,一致切线刚度矩阵很难给出明确的表达式 ,

一般都用弹性刚度矩阵来代替 ,国内只有人在研

究材料的棘轮行为时 ,用径向回退法给出未考虑

热恢复项的切线刚度矩阵的表达形式[4 ] .本文针

对能够描述包括热恢复效应在内的多种力学现象

的统一粘塑性本构方程 ,给出一种一致切线刚度

矩阵的计算方法.

在有限元中结构平衡方程的求解不断地进行

Newton2Raphson迭代过程 ,而为了保持 N2R方法二

阶收敛性 ,一致切线刚度矩阵必须与积分本构方程
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的数值运算相一致[1 ,528] ,本文的作者已经给出了这

种统一粘塑性本构方程的数值积分运算[9 ] ,在本篇

文章中 ,将给出与之对应的一致切线刚度矩阵.

1　一致切线刚度矩阵

隐式积分方法被认为是保持应力结果准确性

的最好运算方法[1 ,10214 ] ,在后退的欧拉积分方法

基础上 ,对考虑热恢复效应统一的粘塑性本构方

程 ,建立一致切线刚度矩阵的计算方法.

1 . 1　本构方程的离散化

在加载步 n到加载步 n + 1之间 ,通过后退欧

拉积分方法将统一的粘塑性本构方程离散 ,本构

方程采用 Armst rong和 Frederick非线性运动硬

化模型[15 ]加上描述时间硬化恢复效应项 ,离散后

得到如下形式

εn+1 =εpn+1 +εe
n+1 (1)

εpn+1 =εpn +Δεpn+1 (2)

σn+1 = D∶(εn+1 - εpn+1 ) (3)

Δεpn+1 =
3
2
Δpn+1 nn+1 (4)
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3
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Φ( pn+1 ) =Φs + (1 - Φs ) e- wp n+1 (12)

其中εn + 1 ,εpn + 1和ε
e
n + 1分别为 n + 1步的总应变、非

弹性应变和弹性应变张量 ;Δεpn + 1为非弹性应变增

量张量 ; D为刚度张量 ;σ′n + 1和 X′n + 1分别表示偏应

力和偏背应力张量. J 2 是第二不变量 ,〈 3 〉为
Macauley括号.

1 . 2　应力积分隐式算法

如果在 tn 时刻 (即载荷步 n)的变量σn ,εn ,

εpn ,σ′n 和 X′n 等都已经求出 ,并且Δεn + 1和Δtn + 1给

定 ,则可利用弹性预估2塑性校正方法求出满足离

散本构模型的σn + 1
[9 ] .

引入弹性尝试应力

σe′
n+1 =σ′n + 2 GΔε′n+1 (13)

　　首先假设Δεn + 1仅由弹性应变构成 ,取Δpn + 1 =

0 ,并且积分 X
( k)
n + 1和 Rn + 1的方程 ,判断屈服函数

Fn + 1的符号.

如果 Fn + 1 ≤0 ,则表明该加载步没有发生屈

服 ,可以认为σe
n + 1就是真正的σn + 1 .如果 Fn + 1 >

0 ,则表明在该加载步发生了屈服 ,σe
n + 1就不是真

正的σn + 1 . Hart mann等[15 ]研究表明 ,对于具有非

线性随动硬化规律的塑性和粘塑性本构模型 ,都

可以化简为一个非线性标量方程来求解塑性应变

增量Δεpn + 1 ,这里将其转化为求解标量Δpn + 1 ,求

出Δpn + 1后 ,用Δpn + 1更新所有的变量 ,最后得到

σn + 1 .具体过程见文献[9 ].

1 . 3　一致切线刚度矩阵

有限元程序要求计算弹塑性本构模型的一致

切线矩阵 ,在本构方程的积分过程中 ,需要得到基

于离散本构模型的、有限元整体节点平衡迭代所

需的一致切线刚度矩阵 dΔσn + 1 / dΔεn + 1 ,该矩阵

是用来导出在时间增量结束时联系到一个应变增

量矢量的无穷小挠动对应应力分量的变化.

对公式 (3)～ (5)求微分可得

dΔσn+1 = D∶(dΔεn+1 - dΔεpn+1 ) (14)

dΔεpn+1 =
3
2

(dΔpn+1 nn+1 +Δpn+1 dnn+1 ) (15)

d nn+1 = J n+1 ∶(dΔσ′n+1 - dΔX′n+1 ) (16)

其中 J n + 1 =
1

‖σn + 1 - Xn + 1 ‖
( I4 - nn + 1 á nn + 1 ) .式

中符号 á 表示张量积 , ∶表示张量缩并 , I4 表示

四阶单位张量.

对公式 (6)～ (8)求微分可得

dΔpn+1 =
nΔt
K

Fn+1

K

n- 1

d Fn+1 (17)

d Fn+1 =
3
2

nn+1 ∶(dΔσ′n+1 - dΔX′n+1 ) -

b( Q - Rn+1 )
1 + bΔpn+1

dΔpn+1 (18)

dΔσ′n+1 = 2 GI d ∶dΔεn+1 - 2 GdΔεpn+1 (19)

其中 Id = I4 -
1
3

I2 á I2

式中下标 d表示对一张量进行取偏量操作 ,

I2 是二阶单位张量.
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微分公式 (10)～ (12)并整理得
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　　将公式 (16)代入公式 (15)得

dΔεpn+1 =
3
2

[ dΔpn+1 nn+1 +Δpn+1 J n+1 ∶(dΔσ′n+1 - dΔX′n+1 ) ] (21)

　　将公式 (18)代入公式 (17)得
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　　将公式 (19)与 (20)的差代入公式 (22) ,整理后得
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　　将公式 (19)与 (20)的差代入公式 (21)得 ,整

理后得

dΔεpn+1 =
3
2
Δpn+1 J n+1 ∶(2 GI d ∶dΔεn+1 -

2 GdΔεpn+1 - ∑
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k = 1
H
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　　将公式 (23)代入公式 (24) ,整理后得

dΔεpn+1 = J
0
n+1 ∶(2 GI d ∶dΔεn+1 -

2 GdΔεpn+1 - ∑
N

k = 1
H
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　　由公式 (25)可以得到

dΔεpn+1

dΔεn+1
= L

- 1
n+1 ∶J

0
n+1 ∶2 GI d (26)

其中

L n+1 = I + J
0
n+1 ∶ 2 GI + ∑

N
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H
( k)
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　　公式 (14)可以改写成

dΔσn+1 = D∶dΔεn+1 - 2 GI ∶dΔεpn+1 (27)

　　结合公式 (26)最终得到

dΔσn+1

dΔεn+1
= D - 4 G2 (L

- 1
n+1 ∶J

0
n+1 ) ∶Id (28)

2　算例和讨论

基于上节的结果 ,将统一粘塑性本构模型以

材料子程序 ( H YPEL A)的方式嵌入有限元分析

程序 MARC ,进行应力2应变的计算.在数值计算

中 ,使用隐式欧拉积分方法 ,使用材料 Udi2
met720li ,材料常数通过控制应变的单轴实验数

据来获得 ,实验包括循环和蠕变 ,使用分组、分步

和逐步逼进的策略得到优化结果. 650 ℃时材料

常数如下 : E = 186 095 MPa , v = 013 , K = 526 , k =

500 MPa , n = 3015 ; a1 = 123 MPa , a2 = 181 MPa ,

a3 = 264 MPa , Q = - 276 , c1 = 1 129 , c2 = 47 , c3 =

908 , b = 894 ;β1 = 313×10 - 4 MPa/ s ,β2 = 618×10 - 11

MPa/ s ,β3 = 314×10 - 7 MPa/ s , r1 = 110 , r2 = 2175 ,

r3 = 1177 ;Φs = 0185 ,ω= 15 , m1 = 010 , m2 = 1155 ,

m3 = 30 ; b = 1 41712 , p = 1613 , q = 1415.

2 . 1　材料单调拉伸行为的模拟

首先利用一个三维 20 节点六面体等参单元

通过 MARC来模拟材料在 0101/ s应变率下的单

调拉伸机械应力2应变曲线 ,并将计算结果与实验

结果对比 ,如图 1所示.
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图 1　应变率为 0101计算结果与实验结果的对比

Fig. 1　Compare of computed result with tested

one while st rain rate is 0. 01

图 2　应变率为 01000 1计算结果与实验结果的对比

Fig. 2　Compare of computed result with tested

one while st rain rate is 01000 1

模拟材料在 01000 1/ s应变率下的单调拉伸

机械应力2应变曲线 ,并将计算结果与实验结果对

比 ,如图 2所示.

2 . 2　控制载荷时的应变响应

单轴状态下 ,控制应力载荷 ,载荷为梯形波形

1212121 ,最大应力为 975 MPa ,单调拉伸的机械应

变响应模拟 ,并将模拟结果与实验结果对比 ,如图

3所示.

图 3　控制载荷时的机械应变响应

Fig. 3　Simulated st rain response under

controlled st ress

2 . 3　蠕变计算结果

控制应力载荷为 900 MPa ,保载时间为 100

h ,蠕变曲线模拟 ,并将模拟与实验结果对比 ,如

图 4所示.

图 4　蠕变曲线模拟

Fig. 4　Simulated creep data

3　结　论

针对考虑热恢复效应的统一粘塑性本构方

程 ,在向后欧拉积分 (Backward Euler Integra2
tion)的基础上 ,给出了一个新的考虑率相关塑性

的一致切线刚度矩阵的表达式.

在单轴条件下 ,也可以不嵌入 MA RC程序来

进行应力2应变的计算 ,而是直接使用一致切线刚

度矩阵来计算 ,事实上这样还要简单 ,这样的计算

结果也表明了一致切线刚度矩阵是有效的.

通过 MARC的一些具体算例表明 :在率相关

塑性情况下 ,即使在较大的载荷下都能得到单拉

行为的模拟结果 ;对复杂载荷历程和蠕变也能得

到相当好的摸拟结果.说明了一致切线刚度矩阵

是可行的.
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