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摘 � � � 要: 基于复合材料细观力学周期性假设,对高精度通用单胞模型进行了改进, 并推广到三维。模型

中用界面的平均量代替细观位移函数中解系数, 并利用细观单元力学方程的分析与求解, 建立了细观平均量

与复合材料宏观平均量间的联系.改进的高精度通用单胞模型的求解方程数目减少了大约 55% , 求解时间缩

短,并且消除了亚子胞的概念. 算例分析表明该模型的计算结果与细观有限元结果具有较好的一致性.
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Abstract: T he eff icient reformulat ion of 3�D high�f idelity generalized method o f cells

had been put fo rw ar d. The model w as presented based on the hypothesis of periodicity in

com posite m icrostr ucture. In this approach, surface�aver aged quant ities w ere the prim ar y

variables w hich replaced the coef ficient of the displacement after the m echanical equat ions

w ere analyzed and answ ered in m icroscopic elem ents. T his reduced the number of equat ions

invo lved and elim inate the concept of g ener ic cells. Numerical r esults based on the m odel a�
g rees w ell w ith available r esults f rom experiments and theo ret ical analysis.
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� � 金属基和陶瓷基复合材料具有较高的比强
度、比刚度以及良好的抗蠕变、耐高温等性能,因

此在航空航天领域具有十分广阔的应用前景. 然

而,复合材料即表现出宏观特性,又具有明显的细

观结构特性,复合材料力学是具有两层次的力学

理论
[ 1]

.在宏观尺度上, 可将复合材料当作连续

体,用连续介质力学的理论研究复合材料的力学

行为,但无法研究对宏观行为有重要影响的细观

尺度上各组分相的变形及损伤失效行为.在细观

尺度上,复合材料具有包含多种组分相的非匀质

结构,复合材料的细观力学在宏观有效性能以及

细观应力、应变场的分析中取得了一定的进展.由

NASA在上个世纪 90 年代提出的通用单胞模型

( Generalized m ethod of cells以下简称 GM C) [ 2]

具有宏- 细观统一的特点,能够直接从细观几何

结构导出复合材料有效性能, 并能够得到复合材

料的细观应力和应变场. 国内文献[ 3�6]较早在这

方面开展了跟踪和进一步发展的研究工作.然而

该模型由于采用了应力连续条件以及线性位移场

模式,导致了无正应力与剪应力间的耦合,无法得
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到准确的细观应力和应变场. 最近 Aboudi等人

把高阶理论[ 7]的思想引入到通用单胞模型中来,

发展了高精度通用单胞模型 [ 8] ( H igh�f idelity

generalized method of cells, 简称 H FGM C) , 该模

型能够更好的预测材料的细观应力以及应变场,

但该模型的计算效率较低 [ 9] . 本文对高精度通用

单胞模型进行了改进,降低了求解方程的数目,提

高了计算效率.

1 � GM C 模型的理论基础

假设多相复合材料在 x 2�x 3 方向是周期排列

的,如图 1所示.其中代表性体积单元用高亮度的

方框表示,在均匀化理论中,位移可以渐进的展开

成下列形式:

ui ( x , y ) = u0i ( x , y ) + �u1i ( x , y ) +

�2
u2i ( x , y ) + � ( 1)

其中 x= ( x 1 , x 2 , x 3 )是宏观坐标, y= ( y 1 , y2 , y 3)

是与周期代表性体积单元有关的细观坐标.

图 1� 复合材料周期性细观结构

F ig� 1 � Per iodic structure of com posite

in micro�composite lev el

材料的周期性暗示了在方程( 1)中的不同阶

项 uai ( a= 1, 2, �)间有下列的约束条件:

uai ( x , y ) = uai ( x , y + d) ( 2)

其中 d 表示材料细观尺度的特征长度.位移 u0i是

u i 的平均值,因此,它不是细观尺度 y i 的函数,只

是宏观坐标 x i 的函数,只要通过胡克定律和平衡

方程就可以求出来. 即

u0i = u0i ( x ) = u ( 3)

u1i = u i ( x , y ) ( 4)

其中的一阶项是浮动位移,其为未知的周期函数.

这主要是由于不同的介质间产生的位移.

在方程( 1)的位移扩展方程的条件下,应变分

量可以写成下列形式:

�ij = �ij ( x ) + �ij ( x , y) + O(�) ( 5)

这表明应变分量能够表示成复合材料平均应变以

及漂移应变的和.即

1
V y �ij dV y =

1
V y �ij + �ij dV y = �ij

其中 V y 表示代表性体积单元的体积. 接下来是

求解漂移应变.在代表性体积单元内,平均的漂移

应变为 0,对均匀材料而言,漂移应变及位移均不

存在.位移形式如下:

u i ( x , y ) = �ij x j + ui + O(�
2
) ( 6)

采用子胞求解技术求解上述的近似位移场.

对于弹性材料而言, 其胡克定律如下:

 ij = C ij kl�kl ( 7)

其中 C ij kl ( x )是复合材料的各项的刚度分量. 对于

采用局部坐标系 y 定义的代表性体积单元,刚度

函数是周期的,因此

C ij kl ( x ) = Cij kl ( y ) ( 8)

把方程( 5)代入( 7)并对微观变量 y i 微分得

 
 y j

C ij kl ( y) [�kl ( x ) + �kl ( x , y ) ] = 0 ( 9)

定义下列应力向量

 0
ij = C ij kl ( y )�kl ( x ) ( 10)

 
1
ij = Cij kl ( y )�kl ( x , y ) ( 11)

后者为漂移应力,因此可写成下列形式

  1
ij

 y j

  0
ij

 y j
= 0 ( 12)

上式为广义平衡方程, 从方程( 12)可以看出第一

项包含未知的周期漂移位移函数 u i , 而第二项只

包括虚拟的体积力, 只与宏观坐标相关,除了在每

项间的界面外,其余的地方均为 0.

对于给定的平均应变 �kl , 对于给定代表性体

积单元边界采用周期性边界条件,利用式( 12)可

以求解得到未知的漂移应力场.除了边界条件外,

在代表性体积单元间的各项材料间需要应力以及

位移连续条件.

假设代表性体积单元被定义在立方形区域

( 0 ! y1 ! D, 0 ! y 2 ! H , 0 ! y 3 ! L ) , 其周期性边

界条件(以其中的 y 1 方向为例)为

u i ( y 1 = 0) = u i ( y 1 = D)

 1i ( y 1 = 0) =  1 i ( y 1 = D) ( 13)

其中总的应力可以表达成下式

 ij =  0
ij +  1

ij ( 14)

同时要把代表性体积单元的某一点位移固定.

考虑到内部界面的连续条件以及周期性边界

条件来求解方程( 14) , 就能建立代表性体积单元

的应变场.建立起局部应变与平均应变的关系.首

先定义反映漂移应变与平均应变间关系的四阶张

量 A
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�= A( y )� ( 15)

代入到方程( 5)就可得到所需要的应变集中向量

A( y )

�= �+ A( y )�= [ I 4 + A( y ) ]�= A( y )�

( 16)

其中 I 4 是特定的四阶张量.

为了获得应变集中向量 A,需按下述方式来

解决.在求解方程式( 14)时,必须设内部界面以及

周期的边界条件的 �11 = 1,而其它的分量设置成

0,即能求解出 A ij 11 , ( i, j = 1, 2, 3) ; 接下来设置

�22 = 1, 其它分量为 0, 即求得 A ij 22 , ( i , j = 1, 2,

3) ,如此重复下去.

一旦获得了应变集中向量 A( y ) ,按下述步骤

即可获得复合材料的刚度向量. 把方程( 16)代入

到式( 7)得到

 = C( y) A( y )� ( 17)

把上述方程得到的应力在整个代表性体积单元的

平均得到复合材料的平均应力及有效刚度系数为

C
*

C
*

=
1

V y C( y )A( y ) dV y ( 18)

2 � 改进的 H FGM C

把图 1所示的代表性体积单元划分为 N !∀

N∀ ∀ N #个子胞(如图 2 所示) , 分析这个单元的

应力/应变分布,就可以得到整个应力/应变场.

图 2� N !∀ N ∀∀ N #规模单元

Fig� 2� A representativ e volume elements w hich

cont ains N !∀ N ∀∀ N # sub elements

假设高精度通用单胞模型的近似位移假设成

下列形式:

u
(!, ∀, #)
i = �ij x j + W

(!, ∀, #)
i( 000) + y

( a)
1 W

(!, ∀, #)
i( 100) +

y
(∀)
2 W

(!, ∀, #)
i( 010) + y

(#)
3 W

(!, ∀, #)
i(001) +

1
2

3y(!) 2
1 -

d
2
!

4
W

(!, ∀, #)
i( 200) +

1
2

3y
(∀) 2
2 -

h
2
∀

4
W

(!, ∀, #)
i( 020) +

1
2

3y
(#) 2
3 -

l
2
#

4
W

(!, ∀, #)
i( 002)

( 19)

W
(!, ∀, #)
i( lmn) 与子胞尺寸和材料相关的未知量. 把上式

代入到式( 5)中,可以得到每个子胞的应变分量.

在文献[ 8]中采用的原始通用单胞模型中,假

设的位移场与方程式( 19)相同, 但在上述的网格

划分过程中, 在每个子胞又划分为 2 ∀ 2 的亚子

胞,同时求解方程的未知量为方程式( 19)中的未

知系数 W
(∀, #)
i( mn ) .文献[ 9]在此基础上推广到三维分

析中.而在文献[ 10]中,假设的位移项为三阶多项

式的形式,同时给出的子胞划分为 2 ∀ 2阶,该方

法推广到 N ∀ ∀ N #阶较为困难,并且求解的方程

数目也较多,而向三维推广时更加复杂.

基于上述两种方法的缺点, 本文利用了文献

[ 11]针对高阶理论改进算法的思想, 提出了改进

的高精度通用单胞模型. 在下面的分析过程中

t
(!, ∀, #)
iB , t

(!, ∀, #)
iT , t

( !, ∀, #)
iL , t

(!, ∀, #)
iR , t

(!, ∀, #)
iA , t

(!, ∀, #)
iF 分别代表

子胞(!, ∀, #)的下表面、上表面、左表面、右表面、

后表面以及前表面的平均应力; u
(!, ∀, #)
iB , u

(!, ∀, #)
iT ,

u
(!, ∀, #)
iL , u

(!, ∀, #)
iR , u

(!, ∀, #)
iA , u

(!, ∀, #)
iF 分别代表子胞 ( ∀, #)

的下表面、上表面、左表面、右表面、后表面以及前

表面的平均位移.

以左表面为例, 定义的平均应力和位移为

t
(!, ∀, #)
iL =

1
d!l# 

d
!
/ 2

- d
!
/ 2 

l
#
/ 2

- l
#
/ 2

t
n(!, ∀, #)
i #

x
(!)
1 , -

h∀
2

, x
(#)
3 dx

(#)
3 dx

(!)
1 ( 20)

u
(!, ∀, #)
iL =

1
d!l # 

d
!
/ 2

- d
!
/ 2 

l
#
/ 2

- l
#
/ 2

u
(!, ∀, #)
i #

x
(!)
1 , -

h∀

2
, x

(#)
3 dx

(#)
3 dx

(!)
1 ( 21)

把假设的位移和子胞的本构方程代入到( 20)和

( 21)式,可以得到表面平均应力和平均位移间的

关系表达式如下:

t
( !, ∀, #) = K

(!, ∀, #)
u

(!, ∀, #) + !C(!, ∀, #) �- ∃(!, ∀, #) %T

( 22)

在上式中, t , u为子胞各个表面的未知平均应力

及位移矩阵, K, !C, ∃ 为与每个子胞的细观几何尺
寸和弹性常数相关的常数矩阵.

相邻子胞间界面处的位移及应力在平均意义

下应该是连续的.以一个方向为例

u
(!, ∀, #)
iF = u

(!+ 1, ∀, #)
iA = u

(!+ 1, ∀, #)
iA

t
(!, ∀, #)
iF + t

(!+ 1, ∀, #)
iA = 0

根据周期性边界条件,上式中 N !+ 1 ∃1.

� � 把式( 19)代入到上述方程可以得到 9 个方

程,下面以其中的一个为例:
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K
(!, ∀, #)
ab u

(!, ∀, #)
1A + ( K

(!, ∀, #)
aa + K

(!+ 1, ∀, #)
bb ) u

(!+ 1, ∀, #)
1A +

K
(!+ 1, ∀, #)
ba u

(!+ 2, ∀, #)
1A + K

(!, ∀, #)
ah u

( !, ∀, #)
1L +

K
(!, ∀, #)
ag u

(!, ∀+ 1, #)
1L + K

(!+ 1, ∀, #)
bh u

(!+ 1, ∀, #)
1L +

K
(!+ 1, ∀, #)
bg u

(!+ 1, ∀+ 1, #)
1L + K

(!, ∀, #)
aj u

(!, ∀, #)
2L +

K
(!, ∀, #)
ai u

(!, ∀+ 1, #)
2L + K

(!+ 1, ∀, #)
bj u

(!+ 1, ∀, #)
2L +

K
(!+ 1, ∀, #)
bi u

(!+ 1, ∀+ 1, #)
2L + K

(!, ∀, #)
an u

(!, ∀, #)
1B +

K
(!, ∀, #)
am u

(!, ∀, #+ 1)
1B + K

(!+ 1, ∀, #)
bn u

(!+ 1, ∀, #)
1B +

K
(!+ 1, ∀, #)
bm u

(!+1, ∀, #+ 1)
1B + K

(!,∀, #)
ar u

(!, ∀, #)
3B + K

(!,∀, #)
aq u

(!, ∀, #+ 1)
3B +

K
(!+ 1, ∀, #)
br u

(!+ 1, ∀, #)
3B + K

(!+ 1 , ∀, #)
bq u

(!+ 1, ∀, #+ 1)
3B = -

( C
(!, ∀, #)
11 - C

(!+ 1, ∀, #)
11 )�11 - ( C

(!, ∀, #)
12 - C

(!+ 1, ∀, #)
12 )�22 -

( C
(!, ∀, #)
13 - C

(!+ 1, ∀, #)
13 )�3 3 + ( ∃

(!, ∀, #)
1 - ∃

(!+ 1, ∀, #)
1 ) %T

( 23)

� � 把上述 9个表达式可以写成下列的矩阵形

式:

K!U = A�+ !%T ( 24)

其中式( 24)中 K 为所有子胞的常系数组成的矩

阵, !U为子胞各个表面的未知平均位移; A和 !各

子胞的弹性常数和热膨胀系数组成的矩阵; �为

宏观应变向量, %T 为温差.

求解上述矩阵, 并代入到子胞的应变中, 即可

得到应变集中向量 A( y ) ,再利用式( 17)和( 18)即

可得到复合材料的宏观弹性系数.

从上述分析可以看出, 改进后高精度通用单

胞模型与原始高精度通用单胞模型相比有以下优

点:

1) 通过消除亚子胞来简化了离散化过程,只

剩下子胞来代表材料的微观结构. 这与通用单胞

模型的子胞划分是相同的.

2) 采用子胞界面的平均量来代替假设位移

方程所定义的变量做为未知数, 降低了求解方程

数目.见图 3所示,该图取每个方向划分的数目相

同.从该图可以看出求解方程的数量只为原始算

法的 3/ 7.

3 � 模型的应用与算例分析

利用上述改进三维高精度通用单胞模型, 可

以实现对复合材料宏观弹性性能的计算.

� � 首先,本文针对文献 [ 12]实验的 B/ Al单向

纤维增强复合材料, 利用宏细观统一的本构模型

计算了宏观弹性性能, 并与文献[ 12]上的试验值

和细观力学有限元法计算值(与文献[ 12]的材料

参数等均相同)进行了对照, 详见表 1. 从表中可

以看出,本文模型的计算结果与试验值和细观有

限元结果具有较好的一致性.

其次,对球形颗粒增强复合材料,利用本文模

型进行了宏观性能的计算.假设球形颗粒在基体

中呈图 1所示的排列, 球形颗粒增强复合材料网

格的划分如图 4(坐标 a, b 表示子胞的长度) , 即

把代表性体积单元划分成 7 ∀ 7 ∀ 7的网格.

表 1 � 纤维增强MMC的有效性能的计算值与试验值对比

Table 1 � Comparison of the efficient reformulation of the fiber reinforced MMC with the experimental valaue

材料 弹性性能 本文模型 细观力学有限元法 试验值

B/ Al E1 / GPa 215. 3 215[ 11] 216 [12]

V f = 0. 47 E2 / GPa 142. 8 144[ 11] 140 [12]

Em = 68. 3 GPa G12 / GPa 53. 9 57. 2[ 11] 52 [12]

&m = 0. 3 G23 / GPa 45 45. 9[ 11]

E f = 379. 3 GPa &12 0. 195 0. 19[ 11] 0. 29[ 12]

&f = 0. 1 &23 0. 259 0. 29[ 11]
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表 2� 球形颗粒增强复合材料有效性能对比

Table 2 � Comparison of the eff icient reformulation of the spheroidal particle reinforced composites

材料 弹性性能 本文模型 细观力学有限元法 通用单胞模型

B/ A l E1 / GPa 74. 88 74. 4 74. 18

R= 0. 25 G12/ GPa 28. 64 29. 957 27. 96

材料参数同表 1 &12 0. 292 0. 292 0. 293

� � 采用上述同样的材料弹性常数, 对球形颗粒

增强复合材料有效性能的计算见表 2. 计算结果

表明,本文的计算结果与细观力学有限元法计算

的结果具有较好的一致性.

4 � 结 � 论

本文对高精度通用单胞模型的算法进行了改

进并推广到三维, 改进后求解方程数目减少了大

约 55% ,求解时间进一步降低. 同时消除了原始

算法中的亚子胞的概念, 使分网进一步简化. 本文

对纤维增强金属基以及颗粒增强复合材料的宏观

有效性能进行了预测, 与部分文献中的试验结果

及有限元计算值相对照,表明该模型具有较好的

适应性以及足够的计算精度.
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