
第 23卷 第 4期
2008年 4月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 23 No . 4
Apr . 2008

文章编号 : 100028055 (2008) 0420754205

斜齿面齿轮齿宽的设计
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摘　　　要 : 研究了斜齿面齿轮小端不根切和大端不变尖的问题.给出了任意轴交角条件下小端不产生根切

的内半径和大端不变尖的外半径的表达式.提出了在产形齿轮上求解关键点的方法.定义了内半径系数 ,外半

径系数和齿宽系数三个无量纲量 ,分析表明产形轮齿面螺旋角和小齿轮齿数的大小决定了三个系数的变化

趋势.
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Abstract : Avoidance of undercut ting or pointing in the toe and heel of t he face2gear

drives wit h helical pinion was mainly discussed in t he paper . The expressions of inner radius

and outer radius able to p revent undercut ting or pointing under arbit rary shaf t angle t hat

formed by shaper and face2gear were also presented . A new met hod was developed for solu2
tion of critical point of undercut ting on t he shaper toot h surface. Three unitless coefficient s

of inner radius , out side radius and toot h widt h were defined. The result s show t hat t hese

t hree coefficient s depend on t he magnit ude of helix angle of the shaper and t he number of

teet h of sp ur helical pinion.
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　　面齿轮副是圆柱齿轮与面齿轮相啮合的传

动 ,常用来在两相交轴之间传递运动和力.由于面

齿轮副在分流 - 汇流传动中的独特性 ,使其在航

空领域的应用表现出了潜在的优势[123 ] . Litvin对

面齿轮传动的啮合理论作了研究 ,从几何学原理

的角度获得了避免直齿面齿轮根切和齿顶变尖的

条件 ,从而解决了直齿面齿轮齿宽设计的问题[4 ] .

朱如鹏则由产形齿轮展成面齿轮过程中啮合角变

化出发 ,对直齿面齿轮齿宽的设计做了进一步的

探讨[5 ] .本文由斜齿条齿面方程 ,根据啮合原理 ,

逐步导出了斜齿面齿轮的齿面方程 ,对斜齿面齿

轮的最小内半径和最大外半径进行了设计 ,并对

产形齿轮螺旋角和小齿轮齿数对面齿轮齿宽系数

的影响进行了深入分析.

1　斜齿面齿轮方程的推导

1 . 1　斜齿条齿廓方程

斜齿条法向齿廓为直线 ,如图 1所示.坐标系
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Sa , Sb 分别位于齿条的法截面内 , us 是沿齿廓方

向的参数 ,s0 =
πnn

2
为法向齿厚 , u0 是顶点参数 ,αn

是法面压力角.

齿廓方程在 Sa , Sb 中分别表示为

ra = [ us 　0　0 ]T (1)

rb ( us ) = Mba ra (2)

其中 Mba为坐标系 Sa 到 Sb 的变换矩阵.

1 . 2　斜齿条齿面方程

如图 2 ,法向齿廓沿 c2c 由坐标系 S b 平移 ls

到坐标系 Sc ,并旋转β角 , 则斜齿条齿面 ∑c 在

坐标系 Sc 中的方程为

rc ( us , ls ) = Mcb ( ls ) rb ( us ) (3)

单位法矢为

nc ( us ) =

5 rc

5 us
×5 rc

5 ls

5 rc

5 us
×5 rc

5 ls

(4)

式中 , Mcb ( ls )是坐标系 Sb 到坐标系 Sc 的变换矩

阵.

图 3　产形齿轮展成原理

Fig. 3　Generated principle of generating gear

1 . 3　产形齿轮齿面方程

产形齿轮齿面 ∑s 是由齿条齿面∑c 包络

而成 ,如图 3所示.图中 Sc , S s 分别是与齿条和产

形齿轮固联的动坐标系 , Sa 是与机床相联的固定

坐标系 ,φs是产形齿轮的转角 , Sc = rpsφs 是齿条

沿 yc 方向的位移. rps是产形轮的分度圆半径.啮

合方程 f cs ( us , ls ,φs ) = 0 ,则φs 可由 us , ls 表示.

φs ( us , ls ) =
us cosβ+ ls sinαn sinβ

sinαn rps
(5)

齿条齿面 ∑c 在 S s 坐标系下可表示为

rs ( us , ls ,φs ) = Msc (φs ) rc ( us , ls ) (6)

式中 , Msc (φs )是坐标系 Sc 到 S s 的坐标变换矩

阵.则产形齿轮齿面 ∑s的方程可由式 (5)和 (6)

表示.

R( us , ls ) = rs ( us , ls ,φs ( us , ls ) ) (7)

其法矢为

ns ( us , ls ) = Lsc (φs ( us , ls ) ) nc ( us ) (8)

式中 , Lsc (φs ( us , ls ) )是 Msc (φs )删除最后一行和

最后一列后的三阶矩阵.

同理 ,与斜齿面齿轮相啮合的小齿轮齿面

∑1 表示为

R( u1 , l1 ) = r1 ( u1 , l1 ,φ1 ( u1 , l1 ) ) (9)

式中 , u1 , l1 分别是小斜齿轮的齿面参数.

1 . 4　斜齿面齿轮齿面方程

利用图 4 坐标变换可导出斜齿面齿轮齿面

∑2 的方程.图中 Sa , Sm 是固定坐标系 , S s , S2 是

分别与产形齿轮和面齿轮相固联的移动坐标系.

l0 是 Oa 到 Om 之间的距离.γm是在展成过程中面

齿轮与产形轮的轴交角. <s ,<2 分别是产形轮和面
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齿轮的转角 ,并且有
<s

<2
=

N 2

N s
, N s , N 2 分别是产形

轮与面齿轮的齿数.

图 4　产形齿轮到斜齿面齿轮的变换坐标系

Fig. 4　Coordinate system for helical face gear

根据啮合理论 ,面齿轮齿面 可由如下方程表

出.

r2 ( us , ls , <s ) = M2s ( <s ) rs ( us , ls ) (10)

f 2s ( us , ls , <s ) = ns ·v( s2)
s = 0 (11)

式中 , ns 是齿面 ∑s的法矢在 S s 中的表示 , v
( s2)
s

是在 S s 中表示的两齿面的相对运动速度.

2　斜齿面齿轮最小内半径的设计

范成过程中 ,齿面 ∑2 不发生根切的条件为

5 xs

5 us

5 xs

5 ls
v( s2)

xs

5 zs

5 us

5 zs

5 ls
v

( s2)
zs

f us f ls f <s

d<s

d t

(12)

展开得到下列关系式

F( us , ls , <s ) =
5 xs

5 us

5 z s

5 ls
f <s - v

( s2)
zs f ls -

5 xs

5 ls

5 z s

5 us
f <s - v

( s2)
zs f us +

v( s2)
xs

5 z s

5 us
f ls -

5 z s

5 ls
f us = 0 (13)

式中 , x s , ys 和 z s 是产形轮齿 ∑s上的一点在 S s

坐标系中的三个分量. f us , f ls和 f <s是啮合方程

(11) 分别对 us , ls 和 <s 的偏导数. ( v( s2)
xs , v( s2)

ys ,

v( s2)
z s

)是两齿面在同一坐标系下的相对速度分量.

同时考虑式 (7) , (11)和 (13) ,可求得产形齿

轮齿面 ∑s 上一条根切界限线 L , L 与齿顶圆柱

母线的交点 A 是面齿轮齿面不产生根切的关键

点 ,如图 5所示.在本设计中 ,为了方便根切界限

线的求解 ,可将式 (7)用式 (14)代替.

F( us , ls ) = x2
s + y2

s - rxs = 0 (14)

图 5　产形齿轮上的根切界限线

Fig15　Limitting line on the generating gear

所以 ,表示根切界限线上各点位置的三个参变量

( us , ls ,φs )可由式 (11) , (13)和 (14)联立求得 ,此

时 rxs ∈[ rbs , ras ] , rbs , ras分别是产形轮基圆半径和

齿顶圆半径. x s , ys 分别是产形轮齿面 ∑s上的

一点在 S s 坐标系中的二个分量.当 rxs = ras时 ,解

得 A 点位置参数 ( u3
s , l 3

s ,φ3
s ) ,代入式 (7)得到关

键点 A 的位置坐标 ( x 3
s , y 3

s , z 3
s ) .则加工过程中

面齿轮不产生根切的最小内半径 L 1 表示为

L 1 = z 3
s -

rds

| tanγm |
(15)

式中 , rds = rps - mn 是产形轮的齿根圆半径 ,γm 是

产形轮与面齿轮的交角 , mn 为法面模数.

3　最大外半径的设计

由于刀具齿轮的齿廓为渐开线 ,而面齿轮大

端的齿廓在一定区域内近似为直廓.在近似直廓

的一定区域内 ,Litivin对直齿面齿轮的齿顶变尖

问题进行了几何研究 ,得出了非常接近真实值的

近似解[4 ] .但值得注意的是 ,对于斜齿面齿轮 ,齿

顶变尖应在轮齿大端的端面内进行讨论 ,如图 6 ,

图 7所示.在齿轮加工过程中 ,产形齿轮与面齿轮

的回转轴线分别是 za 和 z2 . I Ps2 ,O′P 3分别为两

齿轮瞬时回转轴和节线. P和 I 分别是节点和两

齿面的当前啮合点. ∏1 和 ∏2 是垂直于 za 的两

横截面.设平面 ∏1 与 I Ps2交于节点 P ,平面 ∏2

与 I Ps2交于 I点.则∑s 和∑2 的公法线在截面

∏1 一定通过 P点 ,在截面∏2 内一定通过 I 点.

不妨设面齿轮大端的尖顶出现在截面 ∏2 内 ,如

图 7所示 ,M 为公法线与两齿廓的交点 , N 为公

法线和产形齿轮基圆的交点 , K为面齿轮轮齿的

尖顶与 IO s 的交点. IOs 与 N Os 的夹角为α,单位

为弧度 ,则矢量方程有

Os N + N M + M K = Os K (16)

由图 6和图 7及文献[ 4 ]可导出斜齿面齿轮不变
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尖时最大外半径 L 2 的表达式.

α-
( N s - 2) sinα

cosα0t
=
π

2 N s
- invα0t (17)

Δq =
N s mt

2
cosα0t - cosα

co sα
(18)

L 2 =
N s mt

2
1

tanγs
-

1
tanγf

+
ag

tanγf
+
Δq

tanγs

(19)

式中 ,α0t , mt 分别是产形齿轮的端面压力角和端

面模数 ;γs 是瞬时回转轴与轴线 Oa za 的交角 ,γf

为γm 的补角.斜齿面齿轮的齿宽定义为

L = L 2 - L 1 (20)

4　设计实例

由以上分析可知 ,面齿轮最小内半径 L 1 和最

大外半径 L 2 不仅是产形轮的齿数 N s 函数 ,而且

是螺旋角β的函数.也就是说 L 1 , L 2 的大小在法

面模数 mn 和法面压力角αn 一定的前提下是由相

啮合齿轮的齿数与螺旋角β决定的.由于传动过

程是由小斜齿轮 1 与面齿轮 2 啮合完成 ,不妨用

小齿轮齿数 N1 设计斜齿面齿轮的齿宽. 定义内

半径系数

c1 =
L 1

mn
(21)

定义外半径系数

c2 =
L 2

mn
(22)

定义面齿轮齿宽系数

c =
L 2 - L 1

mn
(23)

　　图 8 ,图 9 和图 10 分别描述了在法面模数

mn = 31175 mm ,法面压力角α0 = 25°,轴交角γm

= 100°情况下 ,系数 c1 ,c2 和 c随 N 1 和β变化的

关系曲线.

　　由线图不难看出 ,在传动比 i12一定的条件

下 , c1 , c2 和 c都随螺旋角β和小齿轮齿数Ν1 的

增大而变大 ,也就是斜齿面齿轮的实际齿宽加大 ;

在β取定值时 ,各系数随着小齿轮的齿数Ν1 的变

化呈线性关系.因此 ,适当的增加螺旋角β和小齿

轮齿数Ν1 的大小 ,可使面齿轮的齿宽因数增大 ,

有效啮合长度加长 ,传动更趋于平稳 ,振动和噪声

将会明显减小.所以 ,在实际斜齿面齿轮的齿坯设
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图 10　齿宽系数线图

Fig110　Factor diagram of tooth face width

计中 ,在 N1 ,β和法面模数 m n 取定的情况下 ,可

以根据该曲线图查得斜齿面齿轮的内半径和外半

径的大小 ,或者是在规定 L 1 , L 2 的条件下 ,为选

择小齿轮的齿数 N 1 和螺旋角β的大小提供参

考.

5　结　论

通过以上分析可得出如下结论 :

(1) 斜齿面齿轮的齿宽与小齿轮的齿数 N 1

呈线性关系且随着螺旋角β的变化而同方向变

化.在一定的模数下 ,通过定量的改变产形齿轮螺

旋角的大小和小齿轮齿数的多少 ,可得到斜齿面

齿轮不同的齿宽因数.在使用该图时 ,只要用 c乘

以齿轮的法面模数就得到斜齿面齿轮的齿宽 ,为

斜齿面齿轮齿坯设计提供了依据.

　　(2) 对面齿轮最小内半径和最大外半径的限

制 ,保证了在加工过程中面齿轮小端不产生根切

和大端齿顶不变尖 ,提供了进一步研究斜齿面齿

轮副啮合特性的基础.

(3) 文中提出的在产形齿轮齿面上根切界限

线的求解方法 ,通过设计实例验证 ,简便可行 ,较

大地减少了计算工作量.在轴夹角γm 为其它角度

时 ,可得到相似的齿宽因数线图.特别是在β= 0°

时 ,所得结论与文献[4 ]中完全一致.
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