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两级星型齿轮传动系统非线性动力学研究
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摘　　　要 : 建立了两级星型齿轮传动系统的非线性动力学分析模型 ,模型中考虑了系统的综合啮合误差、

时变啮合刚度以及齿侧间隙.采用数值积分方法对多间隙多自由度非线性微分方程组进行了求解.分析了两

级星型齿轮传动系统由简谐振动、非谐单周期振动、倍周期振动以及拟周期振动通向混沌的非线性动力学特

性.
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Non2l inear dynamic study of 22stage star gear train
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Abstract : A dynamic analysis model was established for 22stage star gear t rain , wherein

t he t ransmission error and t he time2varying stiff ness and backlash were considered. U sing

OD E45 integration method , t he nonlinear differential equations wit h multiple backlashes

were solved. The nonlinear dynamic behavior , which leads to chaos f rom harmonic vibra2
tion , non2harmonic vibration , period2doubling vibration and quasi2periodic vibration by chan2
ging f requency excitation of t he system , was discussed t hereof .
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　　星型齿轮传动是航空发动机上常用的一种功

率分流定轴齿轮系传动.功率分流齿轮传动系统

非线性动力学的研究亦开始受到重视[126 ] .但以上

文献研究的都为单级齿轮系统的非线性系统.在

多级星型齿轮传动系统中包括多对齿轮的啮合问

题 ,其自由度数目较多 ,非线性响应特性更为复

杂.对于多级多自由度多间隙系统的星型齿轮传

动系统的非线性动态特性还未见到相关的文献研

究.基于此 ,本文研究了两级星型齿轮传动系统的

非线性动态特性 ,并分析了系统由简谐振动、非谐

单周期振动、倍周期振动以及拟周期振动通向混

沌的非线性动力学特性.

1　系统的运动方程

图 1所示是两级内外啮合星型齿轮传动装置

的传动简图.整个系统由第一级传动系统 (太阳轮

Zs , N 个星轮 Zp1 )和第二级传动系统 (内齿轮 Zr ,

N 个星轮 Zp2 )相联接组成.输入功率经太阳轮 Zs

分流给 N 个星轮 Zp1 ,又经 N 个二级星轮 Zp2汇

流到内齿轮 Zr 输出.

图 2所示为系统计算模型 ,其中 Ksp表示太

阳轮和星轮之间的轮齿啮合刚度 , Krp表示星轮和

内齿圈之间的轮齿啮合刚度 ;此系统共有 (2 + 2×

N )个自由度 ,其广义坐标如下 :
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图 1　两级星型齿轮传动简图

Fig11　22stage star gear t rain t ransmission

图 2　两级星型齿轮传动系统计算模型

Fig12　22stage star gear t rain dynamic model

X = { xs , xp1 i , xp2 i , x r } T .其中 , xs 为太阳轮沿

啮合线的微位移 , xs = rbs ·θs ; xp1 i为第一级第 i 个

星轮沿啮合线的微位移 , xp1 i = rbp1 i ·θp1 i ; xp2 i为第

二级第 i 个星轮沿啮合线的微位移 , xp2 i = rbp2 i ·
θp2 i ; x r 为内齿轮沿啮合线的微位移 , x r = rbr ·θr .

其中 ,θ为各构件的扭转角位移 , rb为基圆半径.

综合啮合误差用傅立叶级数表示为

e( t) = ∑
N e

i = 1
A ei co s ( iωt +Φei ) (1)

式中 ,ω为啮合频率 ,ω= 2πnz/ 60 , n为转速 , z 为

齿数 , A ei为误差的 i 阶谐波幅值 ,Φei为初相位.

时变啮合刚度 K( t)由平均啮合刚度 km 和变

刚度 k ( t)两部分组成 ,即 K ( t) = km + k ( t) ,其中

变刚度 k ( t)部分可用 Fourier级数表示为

k ( t) = ∑
N k

i = 1
A ki cos ( iωt +Φki ) (2)

式中 ,A ki为刚度的 i 阶谐波幅值 ,Φki为初相位.

令 Pspi , Prpi分别为第一级传动和第二级传动

第 i 条啮合线上的动载荷 ,则

Pspi = Kspi ( t) f ( xs - xp1 i - espi , bspi ) (3)

Prpi = Kpri ( t) f ( xp2 i - x r - erpi , brpi ) (4)

式中 , Kspi ( t) , Krpi ( t)分别为各啮合齿轮副沿作用

线的时变啮合刚度 ; espi , erpi分别为啮合齿轮副沿

作用线的综合齿频误差函数 ; bspi , brpi分别为齿侧

间隙 ; rbs , rbp1 i , rbp2 i , rbr分别为各齿轮的基圆半径 ;

f 为间隙非线性函数 ,具有下面的统一形式

f ( x i , bi ) =

x i - bi x i > bi

0 - bi ≤ x i ≤bi

x i + bi x i < - bi

( i = 1 ,2 , ⋯, N) (5)

　　令 Dspi , D rpi分别为第一级传动和第二级传动

第 i 条啮合线上的啮合振动阻尼力 ,则 Dspi = Csp

( Ûx s - Ûxp1 i - Ûespi , bspi ) , D rpi = Cpr ( Ûxp2 i - Ûx r - Ûerpi ,

brpi ) ,式中 , Csp , Crp分别为第一、二级传动的阻尼

系数. ( i = 1 ,2 , ⋯, N)

系统的运动微分方程为

ms ẍ s + ∑
N

i = 1

( Dspi + Pspi ) = Pin

mp1 j ẍ p1 j - ( Dsp j + Psp j ) +
Ka

rbp1

xp1 j

rbp1
-

xp2 j

rbp2
= 0

mp2 j ẍ p1 j - ( D rp j + Prp j ) +
Ka

rbp2

xp1 j

rbp1
-

xp2 j

rbp2
= 0

m r ẍ r + ∑
N

i = 1

( D rpi + Prpi ) = - Pout

( j = 1 ,2 , ⋯, N) (6)

式中 , ms , mp1 i , mp2 i , m r 分别为各齿轮在其基圆半

径 rb 上的当量质量 , ( j = 1 , 2 , ⋯, N )其通式为

m = J / r2
b , J 是转动惯量 ; Ka 为联结第一级星轮和

第二级星轮的轴的扭转刚度 , Pin为输入扭矩转化

在太阳轮基圆半径上的等效力 , Pin = Tin / rbs ; Pout

为输出扭矩转化在内齿轮基圆半径上的等效力 ,

Pout = Tout / rbr , Tin , Tout分别为输入扭矩和输出扭
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矩.

方程 (6)是 2 N + 2自由度的半正定、变参数、

非线性二阶微分方程组 ,由于系统坐标中包含了

刚体位移 ,方程有不定解 ;为了消除刚体位移并将

系统化为无量纲模型 ,为此 ,引入质量块之间的相

对位移作为系统的广义坐标如下 :

X = { X sdi , X rdi , X sr } T (7)

式中 , X sdi = ( xs - xp1 i - espi ) / bc , X rdi = ( xs - xp2 i ·

rbp1 / rbp2 ) / bc , X sr = ( xs - x r ·rbp1 / rbp2 ) / bc , bc 为给

定的 位 移 标 称 尺 度. 令 τ = ωn t , ωn =

Ksp1
ms mp1

ms + mp1
,ωn 为标称频率 , Ksp1为太阳轮

与第一级星轮 1间的平均啮合刚度.则方程组 (6)

转化为如下 (2 N + 1)个无量纲方程

Ẍ sdi +
Csp

ωn m s ∑ÛX sdi +
Csp

ωn mp1
ÛX sdi +

Kspi ( t)
ms ∑f ( X sdi , bsdi / bc) +

Kspi ( t)
mp1

f ( X sdi , bsdi / bc) +

Ka

mp1ω2
n r2

bp1
X sdi -

Ka

mp1ω2
n r2

bp1
X rdi =

Pin

ω2
nbc m s

-
Ka

mp1ω2
n r2

bp1
espi - ëspi

Ẍ rdi +
Csp

ωn m s ∑ÛX sdi +
Csp

ωn mp2
( ÛX sr - ÛX rdi ) +

Kspi ( t)
ms ∑f ( X sdi , bsdi / bc) +

Ka

mp2ω2
n r2

bp2
( X rdi - X sdi ) =

Pin

ω2
nbc m s

-
Crp

ωn mp2

rbp1

rbp2
e
·

rpi +
Ka

mp2ω2
n r2

bp2
espi

Ẍ sr +
Csp

ωn m s ∑ÛX sdi -
Crp

ωn m r ∑( ÛX sr - ÛX rdi ) +
Krpi ( t)

m r ∑f ( X sr - X rdi -
rbp1

rbp2
erpi , bsdi / bc) +

Crp

ωn m r∑( ÛX sr - ÛX rdi ) =
Pin

ω2
nbc m s

+
Crp

ωn m r

rbp1

rbp2
ërpi

(8)

式中 , espi (τ) = A spi / bccos (Ωτ+Φspi ) , erpi (τ) =

A rpi / bccos (Ωτ+Φrpi ) , Kspi ( t) = 1 + ksa / ksm cos

(Ωτ+φspi ) , Krpi ( t) = 1 + kra / krm cos (Ωτ+φrpi ) ,

Ω=ω/ωn ,ω为系统的激励频率.

则式 (8)用矩阵形式可表达为

[ M ]{ Ẍ} + [ C]{ ÛX} + [ K] f ( X) = { P} (9)

式中 , M , C , K分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度

矩阵 ; X , f ( X)分别为位移向量和位移向量的非

线性部分 ; P载荷列向量.

2　非线性动态特性及参数研究

针对某航空星型齿轮减速器本文用 Matlab

中的 OD E45 数值积分方法进行计算.系统的基

本参数如下 :星轮个数 : N = 3 ;模数 : m1 = 1 . 38 ,

m2 = 2 . 25 ;齿数 : Zs = 24 , Zp1 = 97 , Zr = 93 , Zp2 =

19 ;时变啮合刚度幅值 : Ksi = 0. 2.

211　单周期激变为混沌

当系统的误差幅值 espi = erpi = 5 ,阻尼比ζ=

0103 ,间隙值 bspi = 200 , brpi = 220 ,无量纲激励频

率Ω≤01298 1时 ,齿轮系统处于啮合状态而不脱

啮 ,表现为单周期振动 ,其相图为椭圆 , Poincaré

图为单个离散的点.

当无量纲激励频率增加到 0. 298 2 时 ,系统

表现为时而啮合时而脱啮的振动状态 ,且无规律

可循 ,成为一种混沌振动.从完全啮合状态的单周

期振动到时而啮合时而脱啮的混沌振动状态之间

没有出现分岔 ,是直接激变为混沌 ,如图 3.

212　倍周期分岔通向混沌

当系统的误差幅值 espi = erpi = 15 ,阻尼比ζ=

0102 ,间隙值 bspi = 50 , brpi = 60 ,无量纲激励频率

Ω≤013时 ,齿轮系统处于啮合状态而不脱啮 ,表

现为单周期振动.

　　当无量纲激励频率增加到 0. 364时 ,系统表

现为非谐单周期响应.此时系统的运动为单周期

运动 ,但不再是谐振动 ,系统中会有脱啮现象发

生 ,如图 4.

当无量纲激励频率增加到 0. 42时 ,系统表现

为两周期响应.此时系统的运动为两周期运动 ,

Poincaré映射图为 2 个离散点 ,系统中会有脱啮

现象发生 ,频率高于单周期非谐响应 ,如图 5.

当无量纲激励频率增加到 0. 464 时 ,系统表

现为混沌响应 ,如图 6.

213　拟周期通向混沌

当系统的误差幅值 espi = erpi = 15 ,阻尼比ζ=

01005 ,间隙值 bspi = 100 , brpi = 120 ,无量纲激励频

率Ω≤0126 时 ,齿轮系统处于啮合状态而不脱

啮 ,表现为单周期振动.

　　在无量纲激励频率为 0. 298时 ,系统表现为

拟周期响应 ,其 Poincaré映射图由一些看似连续

的点组成 ,相图是具有一定宽度的曲线带 ,系统会

有脱啮现象发生 ,如图 7.
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图 8　混沌响应 (Ω= 01326)

Fig18　Chaos vibration (Ω= 01326)

3　结　论

通过以上的分析可以发现 ,当间隙存在时 ,两

级星型齿轮传动系统在齿频误差激励下 ,出现了

典型的分岔与混沌非线性特征.在改变系统的无

量纲激励频率时 ,系统会出现混沌响应 ,通往混沌

的道路有单周期激变为混沌 ,倍周期通向混沌以

及拟周期通向混沌等 ,在不同的参数及不同的无

量纲激励频率下 ,系统由不同的道路进入混沌区

域.
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