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摘 � � � 要: 推导了能束在辐射半球面上均匀分布的角系数计算公式.根据面元间的位置关系, 把有限元和

能束均匀分布法相结合计算复杂结构的角系数. 采用三角形网格统一表示边界面并根据边界面网格进行角

系数计算的遮挡判断.计算结果表明, 方法的计算精度比有限元法和蒙特卡洛法高,计算效率比蒙特卡洛法

高,遮挡判断方法准确高效.
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Abstract: The fo rmulas of view facto r computat ion of ray uniform dist ribut ion on ra�
diant sem i�spher e were deduced. View facto rs were computed by combining f inite element

method ( FEM) and ray uniform dist ribut ion acco rding to the posit ion o f surface cells. Trian�
g le gr id w as used to express out line of complicated conf igurat ion and judge shading. It w as

demonst rated by a compar ison w ith FEM and M onte Car lo method that the comput ing preci�
sion and eff iciency of this method is higher and shading judgment method is correct and high�
ly ef ficient.
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� � 在进行火箭发动机辐射传热计算时,一般采

用灰体表面包壳辐射换热模型计算温度场,该模

型需要计算任意两个辐射换热面元之间的角系

数
[ 1�2]

.由于发动机内部结构复杂,面元形状各异,

有效辐射面积相差很大,而且彼此之间存在着严

重的遮挡,因此要计算任意两个面元间的角系数

很复杂.目前采用的角系数计算方法主要是有限

差分法 ( FDM ) , 有限元法 ( FEM ) , 蒙特卡洛法

( M C法) ,矢量法等. FDM 对空间任意曲面作了

二次曲面方程假定
[ 3�5]

, 这在处理复杂形状物体

时,其灵活性和适应性不够强;同时, 在投影平面

的选用上 FDM 也存在较大缺点[ 1, 4�5] . 对存在公

共边界的单元体, FDM 会产生较大误差. MC 法

对于复杂结构适应性强,但是其随机布置能束发

射点和能束发射方向产生很多重复计算[ 6] , 在计

算相距较远的面元之间的角系数需要发射很大数

目的能束才能达到所需精度, 计算效率较低.矢量

法一般只适合求解简单结构之间的角系数[ 7] . 而

FEM 计算中, 每个三角形单元都有自己的投影

面,在处理曲面时比 FDM 合理; 而且进行网格离

散时不需要作二次曲面假设, 只需要结构尺寸即

可
[ 8]
. 但是, FEM 在处理有公共边界的单元时误

差很大,甚至会产生奇异.

本文采用统一的网格描述物体的边界表面;



航 � 空 � 动 � 力 � 学 � 报 第 24 卷

根据兰贝特定律推导出计算角系数的能束均匀分

布法( Ray uniform distribution,简称RUD) . 分析

了 FEM , RU D, MC 的计算精度与面元相对位置

的关系; 提出根据面元间的位置关系分别采用

FEM 和 RUD的角系数计算综合法; 根据边界面

网格进行复杂结构遮挡判断. 最后比较了几种方

法的计算精度和效率.

1 � FEM 和 RUD计算角系数

1. 1 � 网格离散

� � 由于很多结构用方程描述很复杂, 甚至不存

在描述方程,从而在判断遮挡时无法求出射线与

遮挡面的交点. 为了增强求解程序的适用性和通

用性,本文采用统一的网格表示物体边界面. 三角

形网格既能很好的表示物面边界, 又能简化遮挡

判断;同时, 三角形面积坐标理论也很成熟,因此

选择三节点三角形单元作为网格的单元类型. 为

了减少遮挡判断的计算时间, 在程序编写时网格

离散为两套:一套粗网格描述物体边界面,用于判

断遮挡;一套细网格,用于表示辐射换热面进行角

系数计算.其中,细网格需要给出每个单元的外法

线信息.例如,图 1 所示的计算网格, 其对应的边

界面网格如图 2所示.

图 1� 角系数计算网格

Fig. 1 � Comput ional g r id

1. 2 � FEM计算角系数

� � 如图 3所示,表面 A 1 到表面 A 2 的角系数

F12 =

1
A 1�A1 dA 1�A2

max( cos �1 , 0)max( co s�2 , 0)
�r 2

dA 2

( 1)

图 2 � 边界网格

Fig. 2 � Boundary gr id

图 3 � 角系数定

F ig . 3� View factor definition

设函数

G =
max( cos �1 , 0)max( co s�2 , 0)

�r 2
( 2)

�1 , �2 为 dA 1 , dA 2 外法线与其连线的夹角.

网格离散后,对于面积分别为 A e1和 A e2的三

角形单元 E1 和 E 2

FE1, E2 =
1
A e1�Ae1dA e1�Ae2 GdA e2 = GE1, E2A e2

( 3)

其中

GE1, E2 =
1

A e1A e2�Ae1 dA e1�Ae2 GdA e2 ( 4)

GE1, E2形式较复杂,本文采用三角形面积坐标

的高斯积分计算.

1. 3 � RUD计算角系数

� � MC 法计算角系数时随机布置能束发射点和

发射方向带来大量的重复计算, 而角系数是纯粹

的几何因子,其大小只与面元间的相对位置有关,
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因此可以采用更加简单的均匀布置能束发射点和

发射方向的计算模型. 本文从兰贝特余弦定律出

发,推导出 RUD计算角系数公式.

如图 4所示,设半球辐射力为 E,定向辐射强

度为 L ,立体角为  ( 0~ 2�) ,周向角为 !( 0~ 2�) ,

天顶角为 �( 0~ �/ 2) , 由兰贝特余弦定律可得

E = � = 2�
L cos �d  = L�

!= 2�

!= 0
d!�

�= �
2

�= 0
co s�sin �d�

( 5)

图 4 � 能束发射方向模型

Fig. 4 � Ray direction model

由定积分的性质

E = L lim
N  ! ∀

N

i = 1
∀!i lim

M  ! ∀
M

j = 1
cos �j sin �j ∀�j ( 6)

当均匀离散周向角和天顶角时可得

∀!i = 2�
N

( 7)

∀�j =
�
2M

( 8)

将式( 7) ,式( 8)代入式( 6)可得

E = L lim
N  ! ∀

N

i= 1

2�
N

lim
M  ! ∀

M

j = 1
cos �j sin �j

�
2M

=

L�
�
M

l im
M  ! ∀

M

j= 1
co s�j sin �j ( 9)

当进行数值计算,M 为有限数时有

E # L�
2

M ∀
M

j = 1
cos �j sin �j = ∀

M

j = 1
E ij ( 10)

计算时将 L�
2

M
作为单位能量,则可得每个球

面微元 dA ij辐射能量为

E ij = cos �j sin �j ( 11)

其中能束 l ij的周向角

!i = 2�i
N

� i = 1, ∃, N ( 12)

天顶角

�j =
�j
2M

� j = 1, ∃, M ( 13)

这样整个辐射半球被分为 N %M 球面微元,

每个微元面发射一条能量为 E ij的能束 l ij .

设单元 E1 有 N e 个能束发射点,若每个能束

发射点的能束均为 N % M , 则单元 E1 到 E2 的角

系数

FE1, E2 = ∀
k

k= 1

∀
N

i= 1
∀
M

j = 1

#cos �j sin �j

∀
N

i= 1
∀
M

j= 1
cos �j sin �j

( 14)

计算时判断从发射点 k 的能束 l ij 是否与单

元E 2 相交,若相交, #= 1,否则 #= 0.

1. 4 � 遮挡判断

� � 根据三角形网格表示边界面的特点,本文采

用了相应的快速判断遮挡的方法.

1. 4. 1 � FEM 遮挡判断方法

� � 在用 FEM 计算角系数时, 通过判断高斯积

分基点 OL , OK 之间的线段 O LOK 与表示边界面

的三角形网格是否相交, 若相交则表示 OL 之间

OK 的辐射能量交换被遮挡.

1. 4. 2 � RUD遮挡判断方法

� � 利用 RUD计算单元之间角系数 FE1, E2时,由

于需要判断每条能束是否与计算单元 E2 相交.

若相交,还要判断该能束是否与遮挡面相交,计算

量很大.但单元之间、单元与边界面之间很多是不

能互视的,这种情况下彼此不发生遮挡.造成遮挡

的边界面必须满足两个条件: 两个单元都可视边

界面;边界面所在平面在两个单元之间.因此,在

采用 RUD计算角系数时, 首先进行互视判断,排

除不参与遮挡的边界面;其次再判断遮挡面是否

在计算单元之间, 如果不在计算单元之间也应

排除.

设边界面单元 ES 的三个顶点为 I S ( x I , y I ,

z I ) , J S ( x J , y J , z J ) , MS ( xM , yM , z M ) , 单元 E 1 的

能束发射点为 O1 , 重心为 E1m , E2 的重心为 E 2m.

1) 判断单元 E1 可视边界面 ES 的方法:

cos�i =
r i & n1

r i n1
> 0 � ( i = IS , J S , M S)

( 15)

ri 为发射点到顶点的方向向量.

如果式( 15)中有一个条件成立,就认为单元

E1 可视 ES .

2) 判断边界面 ES 所在平面在单元 E 1 和单

元 E2 之间的方法:

设E1m与E 2m所在直线与E S 所在平面的交点
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为 Oin则

cos �=
r1 & r2
r1 r2

< 0 ( 16)

r1和 r 2分别为交点 Oin到重心E 1m和E 2m的方

向向量.

若式( 16)成立,则边界面 ES 在单元E 1和 E2

之间.

在计算角系数 F E1, E2之前, 利用式( 15) , 式

( 16)排除单元 E1 不互视和不处于单元 E1 和 E2

之间的遮挡单元, 从而极大地减少遮挡面和遮挡

判断次数.

最后采用以下公式求解面元 A 1 到 A 2 的角

系数 F1, 2

F1, 2 =
1
A 1
∀
N
1

u= 1
∀
N
2

v= 1

F Eu, Ev A Eu ( 17)

其中 N 1 , N 2 分别为 A 1 , A 2 的有限单元个数, A Eu

为单元u 的面积.

2 � 基于FEM 和RUD角系数计算方法

� � 实际计算表明, 无论 FEM 还是 RUD在某些

情况下都会产生明显的误差. 利用 FEM 计算角

系数时, 3基点高斯积分精度最高.但是, 3基点高

斯积分在计算有公共边的两个单元间角系数时将

产生奇异. 而在单元相隔较远时, 采用 RUD计算

角系数也会产生较大误差. 在计算 FE1, E2时,设单

元之间距离 r 的平方与单元面积A e2之比为 R,即

R =
r
2

A e2
( 18)

数值试验表明, 当 R 小于某一值R 0 时,高斯

3点积分求解角系数会产生较大误差, 甚至产生

奇异, 而此时采用 RUD 能得到良好的效果; 当

R> R0 时采用 RUD将需要 100 % 100以上的能

束才能达到相应的精度, 而这时 FEM 3基点积分

的计算精度很高. 因此本文根据单元之间的位置

关系分别采用 FEM 和 RUD计算角系数. 当单元

之间满足 R> R0 时, 采用 FEM ; 当单元之间满足

R< R0 时采用 RUD. 而关键问题是 R0 的选择,

R0 太大或太小都会降低计算精度; 而且 R0 太大

还会大大增加计算时间. 通过数值试验, R0 = 10

能满足各种情况下计算精度和计算效率的要求.

RUD中, N %M 的选择与单元之间的相对位
置和单元面积有关. 当 R< 10时, 每个能束发射

点的能束在 20 % 20~ 50 % 50之间,就能达到足够

的精度.为了减少计算时间,编程时, 可根据 R 的

大小自动选择N %M 的值.能束发射点代表整个

单元的表面辐射特性,发射点的选择与单元形状、

单元面积、单元之间的相对位置以及遮挡有关.本

文按照有限元面积积分对求积基点的选择原则,

选择相应的求积基点作为能束发射点. 本文采用

的三角形单元能束发射点位置如图 5~ 图 7所示.

图 5 � 1 个能束发射点在单元内的位置

Fig . 5 � One ray radiation po int in element

图 6 � 4 个能束发射点在单元内的位置

F ig . 6� Four ray r adiation points in element

图 7 � 7 个能束发射点在单元内的位置

F ig . 7 � Seven ray r adiation points in element

设三角形单元的三个顶点为 i( x i , y i , z i ) ,

j ( x j , y j , z j ) , m( x m , y m, z m ) . 发射点坐标为
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x = ax i + bx j + cx m

y = ay i + by j + cy m

z = az i + bz j + cz m

( 19)

文献[ 3]提供了参数 a, b, c的取值.

3 � 计算结果及分析

� � 为了分析 FEM , RU D, MC法计算角系数的

相对误差与 R 的关系及 RUD和 MC的相对误差

与能束 N 的关系, 如图 8所示,面元采用两个平

行正对单位正方形. 图 11 为 RUD及 MC 法相对

误差与能束 N 的关系. 图 12~ 图 15 为三种方法

的相对误差与 R 的关系.

为了比较 FEM, RUD, MC 计算有公共边界

的面元间角系数的相对误差, 如图 9所示,面元为

两个垂直单位正方形.计算结果如表 1所示.

图 8� 平行单位正方形计算网格

F ig . 8� Parallel unit squar es computational g rid

图 9� 垂直单位正方形计算网格

F ig . 9 � Ver tical unit squar es com putational gr id

表 1 � 垂直单位正方形角系数相对误差

Table 1� Relative error of view factor of vertical

unit squares

方法 FEM RU D MC

Erro r/ % 奇异 0. 20 1. 3

为了分析和比较本文方法, FEM, MC 法计

算复杂结构角系数的精度与时间,如图 10所示,

面元为两个平行圆环 S1 与 S 2 及中间圆柱面 S3 .

计算结果如表 2和表 3所示.

图 10 � 圆环与圆柱面尺寸及位置关系(单位: mm)

F ig . 10 � Dimension and posit ion of cirque and column

( Unit: mm)

表 2 � 圆环 S1 对 S2 角系数相对误差

Table 2 � Relative error of view factor of cirque S1 to S2

方法 Er ro r/ % ( S 1 S2 ) Err or/ % ( S3  S2 )

FEM 2. 75 奇异

本文方法 1. 82 1. 84

MC 2. 06 2. 26

表 3� 算例 3三种方法计算时间之比

Table 3� Comparison of computational time of

three methods

方法 本文方法 FEM MC

时间比 10 1 175

从图 11 可以看出, 当能束大于 50 % 50 后,

RUD计算结果的相对误差在 2%以内. 而 MC法

即使能束达到 10 000 以上, 误差也只能控制在

5%以内; 能束达到 20 000后,误差仍然大于 2%.

因此, RU D可以用远小于 MC法的能束达到较高

精度,从而极大提高计算效率.

从图 12可以看出, 当 R> 10 时, 3点高斯积

分的 FEM 的精度最高, 相对误差小于 1% ; 而 1

点和 7 点高斯积分的精度较低. 因此 FEM 一般

采用 3基点高斯积分.从图 13和图 14可以看出,

当 R< 40时, RU D在能束达到 50 % 50时误差小

于 1%, 而 MC 法能束需要达到 10000时, 误差才

能控制在 2%以内.从图 15 可以看出, R> 10时,

FEM 精度均高于 RUD和 MC 法; 而 R< 10时,

RUD的精度很高,当 5< R< 10时, 50 % 50的能

束可以达到较高精度,当 R< 5时, 20 % 20的能束
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就能达到较高精度.

图 11 � RUD 与 MC 相对误差与 N 关系

F ig . 11 � Relative er ro r_N of RUD and MC

图 12� FEM 1, 3, 7点积分相对误差与 R 关系

Fig. 12 � Relative err or _R o f 1, 3, 7 point Gauss integr al

图 13 � RUD 的相对误差与 R 关系

Fig . 13� Relativ e erro r_R of RU D

由表 1可以看出, FEM 计算有公共边界的面

元间的角系数产生奇异, RU D计算精度却很高.

从表 2~ 表 3可以看出, 本文采用的方法不但计

算精度比 MC 法和 FEM 高,而且处理了公共边

图 14 � MC 的相对误差与 R 关系

F ig . 14 � Relative er ro r_R of MC

图 15 � 三种方法的相对误差与 R 关系

F ig . 15� Relativ e er ro r_R of thr ee methods

界奇异问题;在计算效率方面,本文采用的方法也

远高于 MC 法.从表 2和表 3也可以看出本文采

用的遮挡判断方法准确有效.

4 � 结 � 论

� � 本文采用三角形网格表示结构边界面;推导

了 RUD的角系数计算公式; 提出了将 FEM 和

RUD相结合的方法计算复杂结构角系数的综合

方法,并且得出了两种方法的使用原则.对于复杂

结构的遮挡问题给出了相应的判断方法.通过以

上分析可得出如下结论:

1) RUD 的计算精度, 计算效率均高于

MC 法;

2) 有效解决了复杂结构的遮挡问题,采用的

遮挡判断方法准确高效;

3) 本文的方法相对于FEM 和 MC 法计算精

度均有所提高;解决了 FEM 公共边界奇异问题,

计算效率远比 MC法高;
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4) 采用网格表示边界面提高了计算程序的

通用性和适应性.
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