
第 24卷 第 4期
2009年 4月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 24 No . 4
Apr . 2009

文章编号 :100028055 (2009) 0420815204

一类基于颤振行列式的颤振分析新方法
谷迎松 , 杨智春 , 王　巍

(西北工业大学 航空学院 , 西安 710072)

摘　　　要 : 提出了一类基于颤振行列式的颤振分析新方法 ,分别采用颤振行列式值的模 ,或颤振矩阵的模

最小特征值这两个指标的频域下界 ,来直接确定颤振临界点.根据这两个指标在颤振临界点附近取极小值的

特点 ,编制了相应的算法.数值算例验证了这两个指标在确定颤振临界点时的等价性.该方法与传统颤振分

析方法的结果精度相当 ,并且根据颤振临界点处的颤振特征向量还可以定量给出各模态参与颤振耦合的

程度.

关　键　词 : 颤振行列式 ; 颤振 ; 模最小特征值 ; 颤振特征向量

中图分类号 : V215. 3 　　　　　文献标识码 : A

收稿日期 :2008204223 ; 修订日期 :2009201201

基金项目 :国家自然科学基金 (10672135) ; 教育部新世纪优秀人才支持计划 (NCET20420965)

作者简介 :谷迎松 (1981 - ) ,男 ,江苏邳州人 ,博士生 ,主要从事气动伺服弹性研究.

Ne w type of flutter solution based on flutter determinant
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Abstract : A new flut ter solution method was presented based on flut ter determinant as

a combination of t he concept of flut ter and mat rix analysis t heories. This method could locate

t he flut ter boundary by directly comp uting indicators , which include t he modulus of flut ter

determinant and the minimum module eigenvalue of flut ter mat rix. These indicators were

p roven equivalent wit h each ot her at t he critical flut ter point . The corresponding algorit hm

was developed for flut ter solution by f requency sweeping approach. It was demonst rated by

standard numerical examples that t hese two indicators give the same flutter result s which a2
gree well with those obtained by t he p2k met hod. The information of coupled flut ter modes

can also be determined quantitatively f rom t he flut ter eigenvector at t he critical flut ter point .
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　　颤振是一种典型的气动弹性动不稳定现

象[1 ] ,传统的颤振分析方法如 p2k 法[2 ] ,依据 V2g

曲线的过零点来确定颤振临界速度.由于颤振问

题的复杂性 ,必须经人工介入来判定结果是否合

理.在多外挂组合构型或涉及颤振分析的多学科

优化设计 (MDO)等工况极多的情况下 , V2g 曲线

随结构参数的变化可能极为剧烈.若仍按传统分

析方法进行颤振速度计算 ,则可能需要过多的人

工干预 ,往往使得设计分析陷入困境[324 ] .此时就

需要发展新的途径来简化颤振分析工作.

Banerjee在大展弦比无尾飞机颤振特性研究

中 ,提出了一种通过计算颤振行列式的值来求解

颤振临界速度的方法[5 ] .即在不同速度下以扫频

方式计算颤振行列式的值 ,利用其实、虚部的符号

同时发生变化来搜索颤振临界点 (颤振行列式为

零的点)所在参数区间 ,然后用二分法在该区间分
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别搜索出颤振速度和颤振频率.

由于颤振行列式一般为复数值 ,作为颤振计

算指标不甚方便.在文献 [ 5 ]的基础上 ,提出以颤

振行列式值的模为指标进行颤振分析 ;同时结合

矩阵分析理论 ,导出颤振矩阵的模最小特征值 ,也

可用来确定临界颤振速度 ,并证明其与颤振行列

式的模为等价指标.根据这两个指标在颤振临界

点处取极小值的特点 ,编制了算法 ,数值算例表明

本文方法具有较高精度 ,并且可以定量给出各模

态参与颤振耦合的程度.

1　模态空间的颤振方程

　　模态空间的拉氏域颤振方程可表示为

( s2 M + sB + K)η - q∞Q( k)η = 0 (1)

其中 s为拉氏变量 , M , B , K∈Rn×n分别为广义质

量、广义阻尼和广义刚度矩阵 ,η∈Cn 为广义坐

标向量 , n为模态阶数 , Q( k) 为广义气动力矩阵.

q∞ =
1
2
ρ∞V

2为速压 ,ρ∞为大气密度 , V 为风速 ,

b为参考长度 , k =ωb/ V .

由于频域气动力较为容易计算 ,可令 s = jω ,

得到频域颤振方程

[ - ω2 M + jωB + K - q∞Q( k) ]η = 0 (2)

记颤振矩阵为

F (V ,ω) = - ω2 M + jωB + K - q∞Q( k) (3)

一般地 , F矩阵为非正规矩阵.记 det [ F] 为

颤振行列式 ,在 (2)式中 ,η有非平凡解 ,当且仅当

det [ F ] = 0 (4)

2　颤振临界点的判定指标

2. 1　颤振行列式值的最小模| det[ F(V ,ω) ] | min

　　由颤振基本概念可知 ,在颤振临界点处 ,即对

应于颤振临界速度 V F及颤振频率ωF , (4)式成立

det [ F (V F ,ωF ) ] = 0 (5)

在颤振临界速度下 ,一般仅一个模态分支发

生临界颤振失稳 ,该分支对应着唯一的颤振频

率———即ωF 是 V F 的单值函数 ,且颤振频率一般

落在参与计算的模态频率覆盖的区间内 ,由此可

有如下推论 :

推论 1 　 ΠdV > 0 ,

min
V ∈(0 ,V F +dV ]

| det [ F (V ,ω) ] | =

| det [ F (V F ,ωF ) ] | = 0

引入参数 dV 是为了保证求解中可以获得包

含 V F的速度区间.ω在参与计算的模态频率覆盖

的区间内取值.

由推论 1可知 , | det [ F (V ,ω) ] | min可作为判

定颤振临界点的指标.

2. 2　颤振矩阵的模最小特征值|λn [ F] | min

　　将颤振矩阵 F的特征值按模从大到小排列

为λ1 ,λ2 , ⋯,λn ,根据矩阵分析理论有

det [ F ] =λ1λ2 ⋯λn

| det [ F] | = |λ1 |·|λ2 | ⋯|λn | ≥|λn | n

容易得出 det [ F] = 0 Ζλn [ F ] = 0 ,则由推论

1可得

推论 2 　 ΠdV > 0 ,

min
V ∈(0 ,V F +dV ]

|λn [ F (V ,ω) ] | = |λn [ F (V F ,ωF ) ] | = 0

　　假定 Q( k) 是 k的连续函数矩阵 ,那么可知 F

是速度 V 、频率ω的连续函数矩阵 ,从而颤振行

列式值的模、颤振矩阵特征值的模均为速度 V 、

频率ω的连续函数[6 ] .考虑二者在颤振临界点处

的极值特性 ,可以发展相应算法来确定颤振临

界点.

3　颤振临界点计算方法

　　由上节讨论可知 ,以上两个指标均源自于 (5)

式和推论 1 ,故推论 2 与推论 1 在颤振临界点上

是等价的 ,从而应用这两个指标的颤振算法也基

本相似 ,仅在指标计算上不同.数值计算中 ,一般

无法达到精确的颤振临界点 ,所以采用两种指标

的极小值点为颤振判据 ,在算法实现上更为合适.

以 | det [ F (V ,ω) ] | min指标为例 ,在获得结构

的广义质量阵、广义刚度阵和广义气动力阵后 ,可

在一定频率范围上 ,以较密的频率采样点 ,分别在

不同的速度 V
(l) 下 ,以扫频方式计算

det [ F (V
( l) ,ω) ] ,

求得其频域下界

min
ω

| det [ F (V
( l) ,ω) ] | ,

并确定其所在的参数区间 ,在此区间内用二

分法搜索其最小值 ,所得 | det [ F] | min 对应的 V F

和ωF 即分别为颤振临界速度和颤振频率.

4　数值算例

　　为验证用上述两种指标确定颤振临界点的可

行性 ,分别采用 BA H 机翼 ( HA145B)及 15°后掠

翼 ( HA145 E)标准算例[7 ]进行了颤振分析 ,然后

通过 DMA P程序从中抽取出本文算法需用的广

义质量阵、广义刚度阵及广义气动力阵.
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4. 1　算例 1 :BAH机翼( HA145B)

　　由 p2k 法求得其颤振临界速度为 321. 9 m/ s ,

颤振频率 3. 059 Hz.分别采用上述的两类指标及

其相应的算法 ,计算的频率区间为[ 1 ,400 ] rad/ s ,

覆盖机翼的前 10阶弹性模态频率 ,计算频率点间

隔为 0. 5 rad/ s ,并在用二分法搜索颤振临界点

时 ,将频率点离散间隔减小为 0. 1 rad/ s ,计算得

到颤振特性见表 1.

表 1　BAH机翼的颤振特性

Table 1　Flutter characteristics for BAH wing

指标 V F / (m/ s) ωF / Hz

| det ( F) | min 322. 2 3. 09

|λn ( F) | min 322. 2 3. 09

可见采用两种指标得到的颤振计算结果完全

一致 ,验证了前文提出的两个推论的等价性.与

p2k 法所得结果相比 ,颤振临界速度及颤振频率

的相对误差的绝对值分别为 0. 06 %和 1. 01 %.

将计算过程中两种指标的频域最小值随速度

变化曲线绘示于图 1中.随风速增加 , | det ( F) | min

和 |λn ( F) | min 大致呈现先增大后减小的趋势 ,并

在颤振临界速度附近取极小值.

图 1　BA H机翼 | det ( F) | min 和 |λn ( F) | min 随速度

变化曲线

Fig. 1　| det ( F) | min and |λn ( F) | min v s. velocity

for BA H wing

由于数值计算的固有限制 ,两个指标均无法

达到推论 1 ,2中所述的最小值零 ,但这并不影响

其有效性.以 | det ( F) | min 为例 ,虽然数值极大 ,

但其在颤振临界速度附近出现明显的极值点 ,使

本文算法仍可获得足够精度的颤振解.

在经典颤振分析中 ,颤振临界点上 ,颤振矩阵

F的模最小特征值λn 对应的特征向量 V n 即为颤

振向量 ,可表征各模态参与耦合程度的定量信息.

将本例与 p2k 法输出的颤振向量结果比较绘示于

图 2.注意 ,由于问题定义的不同 ,颤振矩阵 F的

特征值与 p2k 法中的颤振特征值是无从比较的.

图 2　与 p2k 法颤振特征向量结果比较

Fig. 2　Flutter eigenvector comparison between p2k

method and present method

图 2显示 ,用 F矩阵的模最小特征值指标对

应的特征向量与 p2k 法所得颤振向量吻合较好 ,

仅第 2阶在方位上稍有差别.图中向量采用了最

大值归一化 ,第 3 阶 ,第 5阶模态分量极小 ,从而

可判定是第 1阶 ,第 2阶模态耦合型颤振.

4. 2　算例 2 :15°后掠翼( HA145E)

　　采用 V2g 法求得其颤振临界速度为 149. 7

m/ s ,颤振频率 113 . 2 Hz. 计算的频率区间为

[ 1 ,4 000 ] rad/ s ,覆盖了机翼的前 4 阶弹性模态

频率 ,计算频率点间隔为 10 rad/ s.分别采用上述

的两类指标及其相应的算法 ,并在用二分法搜索

颤振临界点时 ,将频率点离散间隔减小为 1 rad/ s ,

计算得到颤振特性见表 2.

表 2　15°后掠翼的颤振特性

Table 2　Flutter characteristics for 15°swept wing

指 标 V F / (m/ s) ωF / Hz

| det ( F) | min 149. 4 114. 7

|λn ( F) | min 149. 4 114. 7

图 3　后掠翼 | det ( F) | min 和 |λn ( F) | min 随速度

变化曲线

Fig. 3　| det ( F) | min and |λn ( F) | min vs. velocity

for 15°swept wing
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　　可见分别采用两种指标得到的颤振计算结果

完全一致 ,验证了前文提出的两个推论的等价性.

与 V2g 法所得颤振临界速度及颤振频率的相对

误差分别为 0. 20 %和 1. 33 %.

将计算过程中两种指标的频域最小值随速度

变化曲线绘示于图 3 中.其中指标极小值所在区

间即包含了颤振临界点 ,且随风速增加 ,与上例显

示了类似的规律性.

5　结　论

　　本文提出的这类颤振分析新方法在本质上不

会出现传统颤振计算方法可能遭遇的“窜支”问

题 ,且判定颤振的条件极为简单———以计算指标

在颤振临界速度附近取极小值来确定颤振临界速

度所在区间 ,再用二分法搜索颤振临界点 ,具有计

算自动化程度高的优点.

数值算例表明 ,本文方法的结果精度较高 ,而

且采用两种指标所得的结果完全一致 ,验证了两

种指标的等价性.并且由颤振临界点处对应的颤

振特征向量还可以定量给出各模态参与颤振耦合

的程度.
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