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摘 � � � 要: 采用复模态分析方法研究了陀螺系统及具有粘性阻尼的陀螺系统的动力响应及其数值分析方

法,提出了陀螺模态阻尼比的概念,实现了利用有限元结构分析软件对诸如薄壁旋转轴和转动薄壁壳体等各

类形式的复杂旋转薄壁结构进行动力特性分析的目的,讨论了不同条件(单点旋转简谐激励和沿圆周呈周波
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Abstract: T he dynam ic r esponse of damped gyroscopic system w as researched by the

complex modal method, and the concept of gy roscopic damping rat io w as also put forw ard in

this paper. With the method proposed in this paper, it is possible to analy ze the dynamic

characterist ics o f r otat ing thin�walled str uctures such as the rotat ing thin�walled shaft and

shell. The characteristics of tr av eling w ave vibr at ion of shell under differ ent load condit ion

( sing le�po int harmonic load and the harmonic load w ith k circumfer ent ial w aves) w ere also

discussed.
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� � 旋转薄壁壳体结构由于具有重量轻、承载能

力大的优点, 因此在航空发动机等旋转机械结构

设计中被广泛采用, 例如, 航空发动机的静子机

匣,转动件中的薄壁轴,一般均由不同形式的旋转

壳体结构组成[ 1] .

在薄壁壳体结构的动力特性分析中, 对非转

动薄壁壳体的动力特性可以利用通用的有限元结

构分析软件完成,而转动薄壁壳体结构由于转动
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引起的离心力和哥氏力, 一般的有限元结构分析

软件尚不能进行此类结构动力特性的分析. 从广

义来说,转动薄壁壳体结构属于陀螺系统, 对此类

结构进行动力响应分析时, 模态分析法是一种有

效的方法.在实际应用中,虽然实模态分析法可以

应用于离散系统和连续系统, 但复模态分析法通

常局限于离散系统.对于连续系统,复模态分析法

仅应用于陀螺系统, 但尚未应用于阻尼陀螺系

统
[ 2]

.为了充分利用有限元结构分析软件的强大

功能,曹航
[ 3]
推导了转动薄壁壳体这一类陀螺系

统的有限元方程,并利用有限元软件 MSC/ NAS�
TRAN的二次开发语言 DMAP 开发了新的结构

单元,将该类单元引入 NAST RAN 软件, 实现了

利用有限元软件对转动薄壁壳体结构进行固有特

性的分析.

本文在文献[ 3]的基础上,采用复模态分析法

研究了具有粘性阻尼的陀螺系统的动力响应分析

方法,实现了利用有限元结构分析软件对各类形

式的复杂旋转薄壁结构进行动力特性分析的目

的,并讨论了不同条件下转动薄壁壳体结构行波

振动的特点.

1 � 陀螺系统的稳态响应

� � N 自由度陀螺系统的强迫振动方程可以写

成以下形式

� [M] {�x} + [ G] {�x} + [K0 ] { x} = {P( t) } ( 1)

其中[M] , [ G] , [K 0]分别为系统的质量矩阵、哥

氏力矩阵(即陀螺矩阵)以及考虑离心力后的刚度

矩阵, { x}和{P( t ) }分别为 N 维位移列向量和N

维激励列向量. [M] , [K0]为 N 阶对称方阵, [ G]

为 N 阶反对称矩阵.

在( 1)式中令{P( t ) }= { 0} ,即可得陀螺系统

的特征值问题,关于陀螺系统特征值的基本性质

可参考文献[ 3]的有关内容.

设 �i 和{ � i }分别是(1)式所对应的陀螺系统

的特征值和特征向量(其共轭对 ��i , {  � i }也是对

应的特征值和特征向量) , 且 �i= j i , 文献[ 3]给

出了陀螺系统复频响应函数矩阵[H(  ) ]的模态

展开式

[ H(  ) ] = !
2N

i = 1

{ � i } {  � i }
T

2( j i - �i )
( 2)

如果激励为简谐激励,用复数表示为 {P( t) } =

{P0} ej t ,那么,利用复频响应函数矩阵便可得到

陀螺系统对简谐激励的稳态响应的复数表示为

{x( t) } = [ H(  ) ] {P0 }e
j t
=

 
2N

i= 1

{ � i } {  � i }
T

2( j i - �i )
{P0}ej t ( 3)

从(3)式可见,当 j i !�i 时, 第 i 阶振动的振

幅会变为无穷,此时称系统发生了第 i阶共振. 当

然,对实际结构而言, 由于存在各种形式的阻尼,

因此结构的响应不可能为无穷大.

2 � 阻尼陀螺系统的稳态响应

� � 考虑阻尼影响的 N 自由度陀螺系统的强迫

振动方程可以写成以下形式 [ 4]
:

[M]{�x}+ [G]{�x} + [C]{�x}+ [K 0]{ x} = {P(t)} ( 4)

其中[M] , [G] , [K0] , {P( t) }意义同前, [C]为 N ∀
N 阶的系统阻尼矩阵.

现在对(4)式补充下列方程

[K0] {�x} - [K0 ] {�x} = 0 ( 5)

上式与(4)式可以合写为

� [A] {�Y} + [ B] {Y} + [ D] { Y} = {Q( t) } . ( 6)

其中

[A]=
[M] 0

0 [K0]
, [ B] =

[G] [ K0]

- [K0 ] 0
,

[ y]= [ { y 1} , . . . , { yN } ] ,

{Q( t ) }=
0

{P( t) }
, [D]=

C 0

0 0
.

( 6)式即为阻尼陀螺系统在状态空间中的强迫振

动方程.

现在对( 6)式做下述坐标变换

{ Y} = [ !] { Z} ( 7)

其中 {!i }=
�i { � i }

{ � i }
,

[ !]= [ { !1 } , { !2} , . . . , { !2N } ] ,

[ ∀!]= [ { ∀!1 } , { ∀!2} , . . . , { ∀!2N } ] ,

同时设[ !]为对应的无阻尼陀螺系统的特征向量

矩阵(状态空间下) , 则可得阻尼陀螺系统在状态

空间坐标 Z下的状态方程为

[ ∀!] T [A] [ !] {�Z} + [ ∀!] T [B] [ !] {Z} +
[ ∀!] T [ D] [ !] {Z} = [ ∀!] T { Q( t) } . ( 8)

根据陀螺系统特征向量的正交性
[ 2]
以及

[ ∀!] T {Q( t ) } = [  �] T {P( t) } ,

由(8)式可以得到

[ Ap] {�Z} + [Bp] {Z} + [Dp] {Z} = [∀�] T {P( t) }. (9)

其中

[Dp ] =  � T
[D] [ !] . (10)

在(9) 式中, 虽然 [ Ap ] , [ Bp ] 是对角阵, 但

[Dp ]一般并非对角阵, 因此( 9)式仍然存在耦合.

为了便于求解,我们采用工程上对阻尼的近似处
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理方法,即在( 10)式中, 忽略 [Dp ]中的全部非对

角线元素, 则 [ Dp ] 成为如下形式的对角阵:

[ Dp ] = diag [ d 1 , d2 , #, d2N ] . 经过这样处理

后, ( 9)式的 2N 个方程已经全部解耦, 其中第

i个方程为

2�z i - 2�iz i + d i z i = {  � i }
T
{ P( t) } ( 11)

进一步可令

d i = 2∀i�i ( 12)

由此得到

�z i- �iz i+ ∀i�iz i=
1
2
{  � i }

T
{ P( t) } ( 13)

其中 ∀i 定义为第 i 阶陀螺模态阻尼比.

采用拉氏变换方法求解 ( 13 ) 式, 变换后

得到

sz i ( s) - z i ( 0) - �i z i ( s) + ∀i�iz i ( s)=

1
2

{  � i }
T { P( s) } ( 14)

( 14)式经整理后得

� z i ( s) =
z i (0)

s - �i + ∀i�i
+

{ ∀� i}
T
{P( s) }

2( s - �i + ∀i�i )
(15)

同样,利用状态方程的方法可以得到阻尼陀

螺系统的复频响应函数矩阵[H(  ) ]的模态展开

式以及简谐激励 {P( t) } = {P0} e
j t
下该系统的稳

态响应的复数表示,分别如以下两式所示

[H(  ) ] =  
2N

i= 1

{ � i } {  � i }
T

2( j i - �i + ∀i�i )
(16)

{x( t) } = [H(  ) ] {P0}ej t =

 
2N

i = 1

{ � i } {  � i }
T

2( j i - �i + ∀i�i )
{P0 }ej t (17)

在(16)式和( 17)式中, 如果忽略阻尼, 则可分

别得到无阻尼陀螺系统的复频响应函数矩阵以及

系统对简谐激励的稳态响应的模态展开式, 分别

如(2)式和(3)式所示.

当采用有限元法对(阻尼)陀螺系统进行动力

响应的数值分析时,首先需要使用前述 DMA P 语

言( MSC/ NAST RAN 软件)所开发的结构单元分

析陀螺系统固有特性, 计算系统的前 N 阶复特征

值和复特征向量, 并提取各阶复特征向量中的 M

个自由度对应的数据, 其中包括激励作用的自由

度和对响应感兴趣点(观察点)的自由度. 提取的

复特征向量{ � i }组成以下两式

[ �]= [ { �1} , { �2} , #, { �n} ] M ∀ N (18)

[ �]
T
= [ { �1}

T
, { �2}

T
, #, { �n}

T
]
T

(19)

然后将( 18)式和( 19)式代入(2)式或( 16)式,

可分别获得(阻尼)陀螺系统的动柔度矩阵[ 5]
,再根

据(3)式或(17)式即可获得(阻尼)陀螺系统的响

应.由于本文是采用模态迭加的思路求解阻尼陀

螺系统的动力响应, 因此该方法仅适用于小阻尼

的陀螺系统,即假设阻尼对系统固有频率的影响

可以忽略.

3 � 算例分析

3. 1 � 算例 1

图 1所示陀螺系统,它的运动方程如(1)式所

示,其中参数为[ 6]

A=

m 2 0 0 0 0 0

0 m 
2

0 0 0 0

0 0 m 0 0 ma

0 0 0 1 - ma 0

0 0 0 - ma 11ma
2 0

0 0 ma 0 0 11ma
2

,

B=

0 - m 
2
# - m 

2
0 0 0

m 
2
# 0 0 - m 

2
0 0

m 
2

0 0 - m# ma # 0

0 m 
2

m# 0 0 ma #

0 0 - ma # 0 0 4ma
2
#

0 0 0 - ma# - 4ma
2
# 0

,

#= 5 0 r ad/ s,  = 60 rad/ s, a= 0 . 61 m , m =

0. 454 kg.

表 1为本文计算的陀螺系统的特征值和文献

[ 6]给出的结果, 从表中可以看到,特征值基本相

同,说明了本文计算方法的正确性.同时从表中还

可以发现, 无阻尼情况下, 系统的特征值只有虚

部,符合文献[ 3]中给出的陀螺系统特征值的基本

性质.

表 1 � 陀螺系统特征值

Table 1 � Eigenvalue of gyroscopic system

特征值 �i 方 � 法

文献[ 6] 本文

�1 ∃ 111. 334 8j ∃ 111. 334 803j

�2 ∃ 33. 811 1j ∃ 33. 811 131j

�3 ∃ 2. 523 7j ∃ 2. 523 672j

在图 1所示的陀螺系统中, 沿方向 1 施加

4. 45N 的简谐激励, 激励频率为 0. 1~ 20 Hz, 应

用前述有关理论得到了该系统在方向 1的位移幅

频响应曲线, 如图 2所示. 从图中可以看到: % 单
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点简谐激励下,陀螺系统的位移幅频响应曲线同

非转动系统一样, 即,当激励频率与系统的固有频

率相等时,系统就会发生共振,因此曲线上对应于

每个固有频率都会出现峰值; & 由于没有阻尼的
作用,在固有频率处,系统的位移响应趋于无穷.

3. 2 � 算例 2

图 3所示为一个两自由度,有阻尼的陀螺系

统,它的运动方程如( 4)式所示, 其中参数为 [ 7]

M=
m 0

0 m
, � G=

0 - 2m #

2m# 0
,

C=
c 0

0 0
, � K=

k1- m#2 0

0 k2- m #
2 ,

m= 1 kg , #= 1 rad/ s, c= 0. 1 kg/ s, k1 = 3 kg/ s 2 ,

k2= 5 kg/ s
2
.

表 2为不同方法得到的该阻尼陀螺系统的

特征值(文献[ 7]采用的是二阶摄动方法) . 本文的

结果和文献结果基本相同, 再次说明了本文计算

方法的正确性.

图 3 � 阻尼陀螺系统

F ig. 3� Dam ped gy roscopic system

表 2 � 阻尼陀螺系统特征值

Table 2 � Eigenvalue of damped gyroscopic system

特征

值�i

方 � 法

文献[ 7] 本文

�1 - 0. 018 937 ∃ 0. 936 369j - 0. 018 928∃ 0. 936 426j

�2 - 0. 031 063 ∃ 3. 019 857j - 0. 031 060∃ 3. 020 448j

在图 3所示的阻尼陀螺系统中, 沿 Y 向施加

1 N 的简谐激励,激励频率为 0. 1~ 0. 6 Hz, 应用

前述有关理论得到了陀螺系统和阻尼陀螺系统在

Y 向的位移幅频响应曲线, 分别如图 4( a)和图 4

( b)所示.从图中可以看到: % 陀螺系统的位移幅

频响应曲线特点同算例 1,可参考前述有关分析;

& 单点简谐激励下, 阻尼陀螺系统的位移幅频响

应曲线同非转动阻尼系统一样,当激励频率与系

统的固有频率相等时, 系统就会发生共振,因此曲

线上对应于每个固有频率都会出现峰值; ∋ 比较

( a)和( b)两图可以看到, 小阻尼对陀螺系统的固

有频率的影响不大,但对系统响应影响很大,阻尼

减振的作用非常明显.

3. 3 � 转动薄壁壳体的稳态响应

某一圆柱壳体,半径R= 0. 16m,长 l= 0. 256m,

厚度 h= 0. 002 5 m,材料密度 ∃= 8 000 kg / m
3
, 弹

性模量 E= 200 GPa, 泊松比 %= 0. 3. 采用 8节点

六面体单元建立圆柱壳的有限元模型, 如图 5 所

示.边界条件为一端固支,一端自由.

3. 3. 1 � 转动薄壁壳体的固有特性分析

在航空发动机中, 图 5所示的壳体可用于模拟篦

齿封严装置中的静子结构, 当气流通过封严装置

时,封严腔中存在旋转压力波,此压力波以转子转
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速 #旋转, 就有可能激起静子结构的行波共振.

利用 MSC/ NAST RAN 的二次语言 DMAP 开发

的转动薄壁壳体固有特性分析模块, 得到了壳体

在不同转速和周波 N 下的动频和前、后行波频

率,如表 3所示[ 1] . 在封严装置设计中, 转子转速

# 要避开壳体结构的前、后行波频率,以避免引起

静子结构的行波共振.

3. 3. 2 � 转动薄壁壳体的稳态响应分析

航空发动机中的振动载荷非常复杂, 除了有与转

速同步的不平衡力,还有不均匀气动载荷、机械激

励等.本文以壳体转速为 5 000 r/ min 的情况为

例,分析两种典型的激励形式,一种为与壳体同步

旋转的单点径向激励 F= F0 sin  t, 用于模拟不平

衡力的作用;另一种为沿圆周简谐分布的静止不

交变的径向激励 F= F0sin k&,用于模拟发动机中

不均匀气动载荷的作用, 其中 &为节点的周向坐

标, k= 3, 4(激励形式参考图 6) .虽然该激励在静

止坐标系中不交变(例如沿壳体周向有压力不均

匀) ,但是在转动坐标系中, 激励相对于壳体仍是

交变的,有可能激起壳体的共振[ 8�10] .

两种情况下的频率分析范围均为 540~ 1 100

Hz, 激励幅值 F0 均为 1N, 施加在壳体的自由端.

图 6� 沿圆周简谐分布的激励

Fig . 6 � T raveling harmonic load

应用第 2节的有关理论,单点激励下壳体自

由端某点的径向位移幅频响应曲线如图 7 所示,

图( a) , ( b) , ( c)分别对应于无阻尼,陀螺模态阻尼

比 ∀为 0. 002和 0. 004 时的幅频响应曲线. 由图

可以看到: % 当单点激励频率与转动薄壁壳体的

前、后行波频率相等时, 壳体就会发生行波共振.

因此曲线上对应于每个前、后行波频率都会出现

峰值; & 在无阻尼情况下,壳体的共振峰值趋于无

穷;当考虑阻尼作用时,壳体的共振峰值有了显著

降低,阻尼减振的效果非常明显(陀螺模态阻尼比

∀为 0. 004时的减振效果优于 ∀为 0. 002时的减

振效果) .

当沿圆周简谐分布的径向激励作用在壳体端

部时,自由端某点的径向位移幅频响应曲线如图

8和图 9所示, 两图中( a) , ( b) , ( c)分别对应于无

阻尼,陀螺模态阻尼比 ∀为 0. 002和 0. 004 时的

响应曲线.图 8中壳体的径向位移幅频响应曲线

上仅有一个峰值, 对应于 f = 695 Hz;而图 9中的

径向位移幅频曲线的峰值则对应于 f = 631 Hz.

从表 3可知, f = 695 Hz和 f = 631 Hz分别是壳

体的 3周波和 4周波后行波频率,两图中曲线的

特点说明了,周波数为 k 的旋转激励可使壳体结

构发生具有相同周波数的后行波共振, 其共振频

率为所有包含 k周波数变形的模态所对应的频率.
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表 3 � 壳体前、后行波频率 (动坐标系下,单位: Hz)

Table 3 � Traveling frequency of rotating shell

转速/

( r / min)
周波

N= 2 N = 3 N = 4

动频 前行波 后行波 动频 前行波 后行波 动频 前行波 后行波

0 1 004. 1 614. 7 515. 2

5 000 1 010 946. 6 1 072. 6 649. 4 598. 4 695. 1 596. 7 554. 5 630. 8

10 000 1 027. 3 899. 74 1 152. 0 743. 84 637. 60 831. 29 792. 5 703. 40 856. 53
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图 9� k= 4时的径向位移幅频响应曲线

F ig. 9� Radial FRF curve of shell under tr aveling

harmonic load ( k= 4)

4 � 结 � 论

转动薄壁壳体结构的动力响应属于陀螺系统

响应问题,本文发展了针对陀螺系统的复模态分

析理论,研究了陀螺系统及阻尼陀螺系统的动力

响应及其数值分析方法, 提出了陀螺模态阻尼比

的概念,并将其应用于对转动薄壁壳体结构的动

力响应分析中,得到了以下结论:

1) 与壳体同步旋转的单点简谐激励可激起

壳体的行波共振, 共振频率为壳体的前、后行波

频率;

� � 2) 沿圆周呈周波型分布的激励可使转动(非

转动)壳体产生与激励同周波数的后行波共振;

3) 在一定频率范围内具有 k 周波数的激励

能激起转动(非转动)壳体多个含有 k 周波数的行

波共振(轴向波数不同) .
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