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摘　　　要 : 针对转子系统的临界转速最优化调整问题 ,在详细分析已有方法的基础上 ,提出一种改进的优

化调整方法 ,以调整量最小为目标函数 ,达到预先给定的临界转速为约束条件 ,推导了优化调整模型 ,无需进

行修正处理 ,简化了优化流程.对某转子系统进行最优化调整的计算结果表明 ,该方法不仅可得到满足要求的

最优解 ,而且能有效的减少计算耗时.
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Improved method for adjusting critical speeds of rotor systems
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Abstract : The problem of critical speeds optimal adjust ment in rotor systems was pro2
vided and an improved met hod was presented based on t he analysis of existing met hods.

Minimizing t he adjustment cost was the object f unction and adjusting current critical speeds

to the desired values was t reated as a const raint . The proposed met hod predigest s t he design

process wit hout needing correction. The result s of study on a rotor system show that t he im2
proved met hod can get t he optimal solution and save much time.
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　　转子系统的临界转速是旋转机械设计过程中

必须考虑的一个重要参数.如果所设计的转子系

统的临界转速在其工作转速附近 ,系统就会出现

较大的振动 ,可能酿成重大事故.因此在临界转速

不满足设计要求时 ,就要调整转子系统的结构参

数 ,例如转轴的长度、直径、轮盘的尺寸等 ,来改变

转子的临界转速 ,使之满足安全运行的要求.另一

方面 ,这些结构参数的改变会导致其他附件 ,例如

机匣尺寸、附属装置位置等 ,也需随之做适当的调

整 ,增长了设计周期 ,并可能增加系统重量和占用

空间 ,因此在满足临界转速要求的前提下系统改

变量越小越好.如何有效地改变系统参数才能使

临界转速达到预定临界转速 ,并且系统参数改变

量尽可能小 ,是一个比较复杂的问题.此时 ,若仅

依据经验来进行多次反复试算 ,调整过程将非常

繁琐 ,耗费大量的人力和时间 ,而且很难得到满足

要求的最优调整方案.

国内外很多学者在转子系统的最优化设计研

究中已经考虑了临界转速这一重要参数 ,由于系

统需求的不同 ,有些学者将临界转速远离工作转

速作为约束条件[126 ] ,而另外一些学者则将临界转

速逼近预定临界转速作为优化目标[729 ] .许多优化

方法被用在这一设计问题中 ,例如以坐标轮换

法[2 ]、增广拉格朗日乘子法[ 4 ]、一维搜索法[7 ]等传

统优化方法 ,和遗传算法[1 ,6 ]、免疫 - 遗传混合算

法[10 ]等基于人工智能的现代优化算法 ,均取得良
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好的优化效果.当将临界转速逼近预定临界转速

作为优化目标时 ,若转子系统的低阶临界转速在

小范围内调整 ,解空间相对较简单 ,一般采用传统

优化算法即可找到最优解 ,无需利用具有全局搜

索特性的现代优化算法 ,从而节约大量的计算耗

时 ,缩短设计周期.

由于转子系统的临界转速与设计变量之间的

关系是非线性的 ,不能直接由数学表达式描述 ,所

以临界转速调整模型需进行简化 ,才可用传统优

化方法求解 ,利用得到的解更新该简化模型 ,然后

继续求解 ,直至收敛为止.简化后的优化模型相对

比较简单 ,采用拉格朗日乘子法可以直接得出设

计变量的表达式 ,相对一维搜索法等其他基于梯

度的方法 ,简化了基于梯度搜索的过程 ,缩短了计

算时间 ,故被文献[8 ]作为利用转子系统的试验测

量值与理论计算值进行参数识别的求解方法 ,但

是模型的建立方式带来了搜索方向的偏差 ,需采

用修正处理操作 ,却带来计算耗时的明显增加.它

也可用于临界转速的最优化调整 ,例如钟一谔等

在文献[ 9 ]中引用了该模型 ,却忽略了修正操作 ,

得到的最优解可能具有较大的偏差.

本文针对既达到预定临界转速 ,又能使初始

设计系统参数的改变量最小的临界转速调整问题

进行了研究 ,详细分析了文献 [ 829 ]的优化模型 ,

在此基础上 ,提出一种改进的转子系统临界转速

调整方法 ,无需进行修正处理.利用三种模型进行

仿真计算的结果表明 ,改进后的方法不仅可以得到

满足要求的最优解 ,而且能有效的减少计算时间.

1　研究问题的数学描述

假设某转子系统有 q阶临界转速不满足设计

要求 ,定义预调整临界转速的给定值 Nd 与当前

值 N的偏差为向量ΔN , n个调整参数向量 P 的

改变量为ΔP.转子2系统的临界转速与结构参数
改变量之间的函数关系Ν(ΔP)是非线性的.定义

调整参数的改变量参数为

f (ΔP) =ΔPTΔP (1)

　　由于调整参数区间对应的临界转速空间未

知 ,预定临界转速是设计人员人为确定的 ,可能不

在临界转速空间范围内 ,从而给计算带来很大困

难.这里假设预定临界转速在该区间内 ,则在 n >

q时 ,方程有无穷多解满足临界转速等于预定临

界转速的设计要求 ,为满足结构尽可能小的改变 ,

避免转子结构的改变过大带来的繁琐的机匣形

状、附属装置位置的大尺寸调整的要求 ,取结构参

数改变量最小的一组解为最优解 ,即求解如下所

示的最优化问题

minimize　f (ΔP) =ΔPTΔP (2)

subject to : 　ΔN = N (ΔP) - Nd = 0 (3)

2　已有临界转速调整模型分析

首先介绍了已有的临界转速调整模型 ,并给

出了详细的理论分析.为了描述方便 ,将文献 [ 8 ]

中的模型标示为模型Ⅰ,文献[ 9 ]中的模型为模型

Ⅱ,本文提出的模型为模型Ⅲ.

在文献 [ 8 ]中 Done 将实验测得的临界转速

值和理论值进行结合 ,建立了模型Ⅰ,用于辨识未

知的系统参数 ,并对理论模型的转轴单元的刚度

进行了修正 ,取得良好的效果.

将公式 (3)在当前设计状态下进行泰勒展开 ,

可得

ΔN = JΔΡ+
1
2
ΔΡΤ J 2ΔP + ⋯ (4)

其中 J , J 2 分别为当前临界转速对调整参数的一、

二阶导数矩阵 ,即灵敏度矩阵 ,可由差商法 (增量

法) [ 2 ]、临界转速对调整参数的导数[ 9 ]、接纳法[11 ]

等灵敏度分析方法得出 ,本文采用导数的方法进

行求解 ,计算过程不在这里详述.在临界转速在小

范围内变化时 ,对公式 (4)取一阶项近似 ,即可得

到

ΔΝ = N - N0 = JΔP (5)

联立方程 (3)和 (5) ,并采用拉格朗日乘子法进行

求解 ,可以得出调整参数的求解公式

ΔP = J T ( J J T ) - 1ΔN (6)

然后就可得到调整后的转子结构.由于方程 (5)的

近似处理 ,调整过程中灵敏度矩阵 J 是随着设计

状态的改变而变化的 ,求出的ΔP并不能满足公

式 (3) ,因此需更新优化求解模型中参数ΔP和

J ,采用公式 (6)进行多次迭代计算 ,直至得到满

足预定临界转速的解.设在每次迭代过程中得到

的调整参数改变量为ΔPi ,则实际优化的数学模

型为

minimize　f (ΔPi ) =ΔPT
iΔPi (7)

subject to :　ΔN = JΔPi (8)

　　最终得到总的改变量为

ΔDp = ∑ΔPi (9)

由于在式 (7)的优化目标为当前迭代步中的改变

量最小 ,导致ΔDp 并不是真实的最小绝对改变

量.定义真实的最小绝对改变量ΔD ,对应的最小

化函数为
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minimize　g (ΔD) =ΔDTΔD (10)

并且ΔD与ΔDp 满足如下关系

J (ΔD - ΔDp ) = 0 (11)

进而 ,由拉格朗日乘子法联立方程 (10)和 (11)求

解出ΔD为

ΔD = J T ( J J T ) - 1 JΔDp (12)

同样 ,由于 J 的变化 ,求出的ΔD可能不满足公式

(3) ,需联立公式 (6)进行多次迭代 ,直至得到满足

预定临界转速要求的解ΔDfinal ,Done认为这才是

最优解.模型Ⅰ的整个计算流程图如图 1所示.

图 1　模型Ⅰ的计算流程图

Fig. 1　Flow chart of the mathematical model Ⅰ

由分析可知 ,迭代步中的解ΔPi 是相对于迭

代中的当前设计状态下的最小改变量 ,而不是相

对于最初设计状态下的最小量 ,故在迭代过程中

改变了搜索方向 ,导致得到的ΔDp 不是最小值 ,

需要通过公式 (9)～ (12)进行修正 ,得到的ΔDfinal

才是比较逼近真实解的最终调整结果.并且对于

公式 (11) ,模型 Ⅰ描述ΔD在该迭代状态下的切

向方向 ,却并未给出详细的理论依据.

文献[9 ]中的模型 Ⅱ引用了上述方法研究了

临界转速调整问题 ,但没有采用上述的修正处理 ,

直接将ΔDp 作为最终的调整参数 ,虽满足达到预

定临界转速这一要求 ,但并不是最小改变量 ,与真

实的最优解可能存在很大偏差 ,给设计过程和其

他部件的协调工作带来很大麻烦 ,在应用过程中

存在很大局限性.

3　改进的临界转速调整模型

在对模型Ⅰ,Ⅱ的理论分析基础上 ,提出一种

改进的转子系统临界转速调整方法 (模型 Ⅲ) ,具

有更简单的程序流程 ,减少了计算量 ,并且可以得

出精确的优化结果 ,下面将进行详细的介绍.

设初始的设计状态的设计参数为 P0 ,在进行

第 i次迭代后 ,得到的设计参数为 Pi ,定义调整参

数的绝对改变量 ,即ΔQi = Pi - P0 ,为模型中的自

变量.在第 i次迭代时的优化求解模型为

minimize　f (ΔQi ) =ΔQT
iΔQi (13)

subject to :　J (ΔQi - ΔQi- 1 ) - ΔN = 0

(14)

　　通过拉格朗日乘子法求解该模型的最小值 ,

即可得到

ΔQi = J ( J J T ) - 1ΔΝ + JΔQi - 1 (15)

求解出ΔQi 之后 ,可求出转子的设计参数 Pi ,继

而求出转子的临界转速 ,若待调整临界转速不等

于预定的临界转速 ,更新 J 和ΔN ,利用公式 (15)

进行继续迭代 ,直至满足临界转速的要求为止.采

用此改进的方法最终得到的ΔQfinal即为调整参数

的绝对改变量 ,与文献 [ 8 ]中的ΔDfinal含义相同 ,

故不需要再进行修正处理 ,并且在迭代过程中 ,始

终保持以下一个设计状态点与最初设计状态点之

间的改变量最小为优化目标 ,减少了迭代过程中

迭代方向改变带来的影响.改进的模型的计算流

程图如图 2所示.

也可利用此改进方法的思想来分析模型Ⅰ中

公式 (11)的物理意义.若用ΔQk = ∑
k

i = 1
Pi 表示迭

代 k 次后的调整变量的绝对变化值 ,则在第 k次

迭代过程内 ,两模型中的设计变量之间存在关系

ΔPk =ΔQk -ΔQk - 1 .定义公式 (11)对应的设计状

态为第 m次迭代点 ,则在该状态下成立下式

JΔPm =ΔNm (16)

　　两设计变量改变量之间的关系为

ΔD -ΔDp = ΔD - ∑
m- 1

i =1

ΔPi - ΔDp - ∑
m- 1

i =1

ΔPi =

(ΔQm - ΔQm- 1 ) - ΔPm (17)

　　联立公式 (16)和 (17)得

J (ΔD - ΔDp ) = J (ΔQm - ΔQm- 1 ) - ΔNm = 0

(18)
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　　由公式 (10)和 (18)可以看出 ,这个修正过程

表示在该设计状态点下 ,以相对于初始设计状态

的设计参数绝对改变量最小为目标进行最优化计

算 ,与改进后的模型的思想一致.需要指出的是 ,

由于在前述的 m - 1次搜索迭代过程中因优化目

标的不同所带来的搜索方向的差异 ,模型 Ⅲ在迭

代过程中并不一定能通过模型Ⅰ的当前设计状态

点.不过 ,在第一次迭代时 ,3 个模型的实际物理

意义是相同的 ,所以第一次迭代的结果也相同.

图 2　改进的计算模型的流程图

Fig. 2　Flow chart of the improved mathematical model

4　数值仿真结果分析

本节对某模化试验台的转子系统的临界转速

调整问题进行了数值仿真分析.虽然模化后的转

子结构比较简单 ,但是却可以反映出实际系统的

动力学特性 ,比较得出 3种调整模型的优缺点 ,故

可作为本文的仿真模型.下面采用一个调整算例 ,

对比了前述 3种模型处理方式的结果 ,并进行了

分析讨论.

4 . 1　研究的转子系统结构介绍

研究的单转子系统结构包括一根转轴、四个

轮盘、两个轴承支承 ,如图 3 所示.因为系统阻尼

对临界转速影响很小 ,并且为了分析方便起见 ,系

统中忽略阻尼作用.采用有限元方法将转子划分

为 15个单元、16个节点 ,其中四个轮盘分别作为

集中质量加在节点 5 ,7 ,9 ,11处 ,均为 39. 4 kg ,轴

承在节点 3和 14处 ,支承刚度为 2. 0×109 N/ m ,

转轴的数据表如表 1所示.

在初始设计状态下根据有限元分析程序可以

算出转子系统的前三阶临界转速分别为 1 835

r/ min ,6 992 r/ min ,13 934 r/ min.由于第三阶临

界转速远离转子的工作转速 ,所以不予考虑 ,主要

是针对转子的第一、二阶临界转速进行优化调整

设计.选转轴的单元长度或直径或轴承的支承刚

度系数等结构参数为设计变量.假设临界转速偏

差的 22范数‖ΔNfinal ‖小于 1. 0 r/ min 即认为达

到了预定临界转速.取优化性能评价参数为总的

改变量的 22范数‖ΔP‖.下面给出一个仿真算例

分析了 3种模型得出的结果.

表 1　转轴单元的数据表

Table 1　Table of the shaft data

单元编号 轴段单元长度/ 1022 m 轴段单元直径/ 1022 m

1 6. 80 3. 80

2 6. 20 4. 00

3 6. 50 4. 00

4 8. 00 4. 30

5 4. 00 4. 30

6 1. 00 4. 30

7 4. 00 4. 30

8 8. 80 4. 30

9 4. 00 4. 30

10 1. 00 4. 30

11 4. 00 4. 30

12 8. 00 4. 30

13 6. 50 4. 00

14 6. 20 4. 00

15 6. 80 3. 80

图 3　转子系统示意图

Fig. 3　Sketch map of the studied rotor system

4 . 2　算例

假设转子系统的第一、二阶预定临界转速为

1 790 r/ min ,7 400 r/ min.发动机转子系统的设

计通常从转子结构和支承参数两方面进行 ,故本

文中设计参数选为对临界转速比较敏感的单元长

度 L 4 , L 6 , L 8 , L 10和第 2 个弹性支承的刚度系数

K2 .设计变量具有不同的量纲和数量级 ,因此必
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须进行无量纲化处理 ,转换成具有可比较性的参

数 ,才能进行优化计算.定义设计变量为

ΔP = {ΔL 4 ,ΔL 6 ,ΔL 8 ,ΔL 10 ,ΔK2 } T ,

其中

ΔL i =
ΔL i

ΔL i , max - ΔL i , min
, 　( i = 4 ,6 ,8 ,10)

K2 =
ΔK2

ΔK2 , max - ΔK2 , min
,

各变量的上下限为设计者根据经验和参数的允许

取值范围预先给定的 ,这里取为

ΔL 4 , min

ΔL 6 , min

ΔL 8 , min

ΔL 10 , min

=

- 01072

- 01090

- 01079 2

- 01090

　( m) ,

ΔL 4 , max

ΔL 6 , max

ΔL 8 , max

ΔL 10 , max

=

01072

01090

01079 2

01090

　(m) ,

ΔK2 , min = - 113 ×109 (N/ m) ,

ΔK2 , max = 5 ×109 (N/ m)

　　调整模型的建立过程中没有考虑设计变量的

取值区间 ,这里将其引入的目的是不改变原模型

的表达式形式并为设计变量的无量纲化提供参考

量 ,与引入权重系数的作用相同 ,同时若某变量值

在迭代过程中超出边界 ,则以边界值代替.采用 3

种模型进行仿真求解 ,迭代过程中的临界转速偏

差和调整参数改变量比较如图 4 和图 5 所示 ,调

整后的结果及计算耗时等参数列于表 2中.

图 4　临界转速偏差的迭代过程比较图

Fig. 4　Comparison of the critical speeds error during the

iterations of the three adjustment models

由图 4和图 5 知 ,3 种模型在第一次迭代时

得出的结果一致 ,这是因为在初始状态下 ,3种模

图 5　设计参数绝对改变量的迭代过程比较图

Fig. 5　Comparison of the adjustment parameters

change of the three adjustment models

型是一致的 ,在第二次迭代时才由于模型的差距

出现比较大的差别 ,但分别迭代若干次后临界转

速偏差均小于允许偏差值 ,即取得了预定的临界

转速.模型 Ⅰ和模型 Ⅲ的调整改变量ΔPfinal的差

别较小 ,且‖ΔPfinal ‖基本相等 ,说明均已收敛到

最优解附近 ,满足精度要求 ,而模型Ⅱ由于没有进

行修正处理操作 ,虽很快就迭代收敛 ,却明显存在

较大偏差 ,由此说明模型 Ⅰ的修正处理操作的必

要性 ,不过该修正操作可能会导致临界转速偏差

突然增大 ,如图 4和图 5的第 4 ,7次迭代所示 ,此

后需要更多的迭代次数才能逐渐趋近于最优值 ,

而模型Ⅲ无需修正处理 ,可更快的迭代接近收敛

值 ;由表 2 知 ,在计算时间上 ,模型Ⅰ调用临界转

速求解程序次数最多 ,耗时最长 ,模型Ⅱ调用临界

转速计算程序次数最少 ,耗时最短 ,而改进的模型

Ⅲ则位于二者之间 ,且更接近模型Ⅱ;由表 2中的

最优解得出临界转速对无量纲轴段长度的改变量

远大于无量纲弹性支承刚度系数的改变量 ,说明

对临界转速敏感度高的设计参数改变量更大.综

合以上分析 ,改进后的模型 Ⅲ比原模型Ⅰ的计算

耗时明显减少 ,比模型Ⅱ的计算精度更高 ,兼顾了

计算精度和时间消耗 ,将具有重要的应用价值.

5　结　论

本文针对转子系统的临界转速最优化调整问

题进行了研究 ,详细分析了已有的优化调整模型 ,

指出了模型存在的缺陷 ,在此基础上提出一种改

进的临界转速优化调整模型 ,无需进行修正处理 ,

简化了设计流程 ,并采用改进模型的思想分析了

原模型的修正操作.对模化的转子系统进行数值
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表 2　算例的优化设计结果比较表

Table 2　Table of the results of three models

模型

编号

真实改变量ΔPreal

(ΔL4 ,ΔL6 ,ΔL8 ,ΔL10) / 1022 m ΔK2 / 107 (N/ m)
无量纲改变量ΔPfinal ‖ΔPfinal ‖

求解函数调用

次数/次

耗时/

s

Ⅰ
(5. 820 , - 0. 804 ,

- 6. 361 , - 0. 346)
3. 808

(0. 404 , - 0. 044 , - 0. 401 ,

- 0. 019 , 0. 006 )
0. 572 25 4. 390

Ⅱ
(4. 083 , 3. 274 ,

- 9. 247 , 0. 624)
4. 478

(0. 284 , 0. 182 ,

- 0. 584 , 0. 035 , 0. 007)
0. 675 3 2. 722

Ⅲ
(5. 812 , - 0. 895 ,

- 6. 384 , - 0. 219)
3. 877

(0. 404 , - 0. 050 ,

- 0. 403 , - 0. 012 , 0. 006)
0. 572 5 3. 126

仿真的结果表明 ,改进后的模型 Ⅲ在计算精度和

计算耗时上较已有模型Ⅰ、Ⅱ均取得较好的结果 ,

将具有重要的实际应用价值.本文方法对于其他

结构的动力学性能优化设计问题也具有一定参考

意义.
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