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摘　　　要 : 滚动轴承摩擦力矩的波动具有不确定性 ,属于概率分布与趋势规律都未知的乏信息系统.这阻

碍了对轴承摩擦力矩的小样本分析与总体把握.为此 ,以模糊集合理论为基础 ,从小样本入手 ,建立了航天轴

承摩擦力矩参数的经验概率密度函数及其模糊预报模型 ,并对摩擦力矩的均值上界和最大值上界进行预报.

对 H KTA和 H KTB两种轴承摩擦力矩参数的试验研究表明 ,在 99 %～100 %置信水平下 ,预报结果与试验

结果之间的误差很小 ,最大绝对误差仅为 0. 081 1个设定单位 ,最大相对误差仅为 10. 165 % ,可以满足航天工

程的要求.
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Abstract : Friction torque of rolling bearings wit h uncertain fluct uation belongs to a poor

information system , wherein bot h probability dist ribution and t rend are unknown. This im2
pedes small sample analysis and overall understanding of f riction torque of rolling bearings.

For t his end , empirical p robability density f unction and f uzzy prediction model of rolling

bearings for space applications were p roposed , and upper boundary of mean f riction torque

and maximum f riction torque were predicted , starting f rom small samples based on f uzzy2set

t heory. Experiment s on f riction torque parameters of two kinds of rolling bearings H KTA

and H KTB show t hat , at t he 99 %～100 % confidence level , errors between result s of p redic2
tion and experiment are very small , maximum absolute error is only 0. 081 1 unit , and maxi2
mum relative error is only 10. 165 % , which could satisfy t he requirement s of space engineer2
ing.

Key words : f riction torque ; rolling bearing for space applications ; p rediction ;
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　　航天轴承运转灵活性直接影响到航天器动力

系统信号传递的准确性以及工作的稳定性与可靠

性[122 ] .摩擦力矩是用来评价轴承运转灵活性的重

要指标 ,可以描述轴承在工作中的摩擦与润滑状

态.因此 ,轴承摩擦力矩的预报一直受到相关工程

与学术界的重视.研究表明 ,启动摩擦力矩的理论

计算值与试验值有显著差异 ,特别是动态摩擦力

矩的准确计算仍然很困难[1 ] ,主要原因是动态测

量有一个时间历程 ,摩擦力矩具有不确定的强烈

波动和趋势变化 ,属于概率分布与趋势规律都未

知的乏信息系统[3 ] .特别是一些新型航天轴承组

件 ,品种很多 ,但每个品种只有十几套或几套的极

小批量 ,能用于台架试验的更少 ,也几乎没有关于

该种轴承摩擦性能的概率分布先验信息[ 123 ] ,难以

用经典统计理论研究 ,只能采用非统计原理 ,通过

极少样本的台架试验来预报总体的摩擦性能参

数 ,并将预报结果作为后续研究的先验知识[425 ] .

这是一个重要问题 ,它阻碍了对摩擦力矩的个案

(小样本)分析与总体 (统计学中的无限多个)把

握.为此 ,根据非统计原理的模糊集合理论[6 ] ,本

文从小样本台架试验入手建立航天轴承摩擦力矩

的经验概率密度函数 ,并对系统总体摩擦力矩波

动参数进行预报.

1　摩擦力矩参数

　　描述航天轴承总体摩擦力矩波动特征的参数

叫摩擦力矩参数 ,主要有均值 MM 与最大值 (瞬时

最大值) M G .均值是航天轴承摩擦性能的最重要

指标 ,它是航天器良好运行的重要保证.由于各种

因素的干扰 ,均值是波动的 ,其波动不能超出均值

的规定上界值.最大值是一个瞬时值 ,它是偶然产

生的 ,数值比较大 ,直接影响航天器的运行稳定

性.由于摩擦力矩越小越好 ,因此本文重点研究均

值 MM 的上界值 MMU以及瞬时最大值 M G的上界

值 M GU的预报问题.

设有 n套随机编号的航天轴承被用于台架试

验 ,可获得的 n个摩擦力矩均值和最大值 ,分别表

示为 MM i和 M Gi ,这里下标 i表示第 i 套轴承 , i =

1 ,2 , ⋯, n.为了叙述与建模的方便 ,用 X 统一表

示 M M i和 M Gi的试验数据

X = { x ( i) ; i = 1 ,2 , ⋯, n} (1)

式中 X为 n 套轴承的摩擦力矩参数的原始数据

序列 ; x ( i)为第 i套轴承的摩擦力矩参数数据即

M M i和 M Gi的统一表达.

对于乏信息系统 ,特别是数据个数很少的乏

信息系统 ,必须从系统输出的仅有的 n个数据去

挖掘出更多的系统总体信息.为此 ,将摩擦力矩参

数 X看作具有某种分布的随机变量 , n个数据一

般不等于系统总体分布参数的真值 ,只是总体真

值的一个随机实现 ,但却隐含着总体真值的一些

信息.因此可以利用这些信息 ,预报出总体分布参

数的真值及其变化区间.

2　摩擦力矩参数的模糊预报

　　将序列 X 从小到大排序 ,以研究其内在特

性 ,新的序列为

x i ≤ x i+1 ; i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 (2)

定义顺序差值

di = di ( x i ) = x i+1 - x i ≥0 (3)

顺序差值 di 越小 ,数据的分布越密集 ;否则

越稀疏.因此 ,可以使用如下线性隶属函数描述系

统总体的概率密度函数

m j = 1 - ( d j - dmin ) / dmax (4)

dmax = max ( d j ) ; dmin = min ( d j ) ;

j = 1 ,2 , ⋯, n - 1 (5)

式中 m j 为分布因子.

设最大的分布因子为 mmax ,对应 mmax的 x j 为

X v ,序列号 j为 v .如果有多个相等的 mmax , X v 和

v 可以由算术平均值确定.

设

f 1 j ( x j ) = m j ; j = 1 ,2 , ⋯, v (6)

f 2 j ( x j ) = m j ; j = v , v + 1 , ⋯, n (7)

用两个多项式

f 1 = f 1 ( x) = 1 + ∑
L

l = 1
al ( X0 - x) l ; x ≤ X0

(8)

和

f 2 = f 2 ( x) = 1 + ∑
L

l = 1
bl ( x - X0 ) l ; x ≥ X0

(9)

分别逼近离散值 f 1 j ( x j ) 和 f 2 j ( x j ) ,就可以得

到 f 1 和 f 2 .上述公式中 , X0 是摩擦力矩参数的

真值.

设

r1 j = f 1 ( x j ) - f 1 j ( x j ) ; j = 1 ,2 , ⋯, v

(10)

r2 j = f 2 ( x j ) - f 2 j ( x j ) ; j = v , v + 1 , ⋯, n

(11)

对于 al ,有
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min
al

‖r1 ‖∞ (12)

对于 bl ,有

min
bl

‖r2 ‖∞ (13)

可以确定系数 al 和 b l ,进而得到 f 1 ( x)和 f 2 ( x) .

在式 (8)和式 (9)中 ,L 是多项式阶次.考虑到

隶属函数的单调性 ,式 (12)和式 (13)的约束条件

分别为

d f 1

d x
≥0 (14)

和

d f 2

d x
≤0 (15)

隶属函数 f 1 ( x)和 f 2 ( x)的几何描述见图 1.

摩擦力矩参数真值 X0 是未知的 ,在经典统计学

上 ,可以用数学期望表示.如图 1 所示 ,考虑到小

样本问题 ,这里用最大隶属度表示真值 X0

X0 ≈ x | f ( x) = 1 = X v (16)

式中 f ( x) = 1 为在 f ( x) = 1的条件下.

根据模糊集合理论 ,一个系统的属性从真到

假变化有一个过渡区间 ,即

G( x) =
　1　( t rue) 　q ≥q3 　

0　(false) 　q < q3
(17)

式中 G( x)为系统属性 (即摩擦力矩参数的变化)

的特征函数 ; q为水平 ,q∈[0 , 1 ] ; q3为最优水平.

图 1　隶属函数

Fig. 1　Membership function

设摩擦力矩参数的变化区间为 [ xL , xU ] ,式
(17)表示 ,在区间 [ xL , xU ]内 x 是可用的 ,特征

值为 1 ( t rue) ;而在区间 [ xL , xU ]外 x 是不可用

的 ,特征值为 0 (false) .于是可以选择水平 q = q3 ,

分别满足

min∣ f 1 ( x ) - q3 ∣ x = xL
(18)

和

min∣ f 2 ( x) - q3 ∣ x = xU
(19)

就可以求出摩擦力矩参数的变化区间 [ xL , xU ] .

因此有

x ∈[ xL , xU ] (20)

式中 x为系统总体摩擦力矩参数即 M M 和 M G ;

[ xL , xU ]为从原始数据序列 X 获取的系统总体

摩擦力矩参数 M M 和 M G 的预报区间 ; xL 为系统

总体摩擦力矩参数的预报区间的下界值 ; xU 为系

统总体摩擦力矩参数的预报区间的上界值即

MMU和 M GU .

3　置信水平与经验概率密度函数

　　如图 1所示 ,摩擦力矩参数的经验概率密度

函数 p可以用隶属函数 f ( x)表示为

p = p ( x) =

f ( x)

∫
X0

xL

( f 1 ( x) d x) q = 0 +∫
xU

X0

( f 2 ( x) d x) q = 0

(21)

式中 ( ·) q = 0为在水平 q = 0下即对应曲线 f 1 ( x)

和 f 2 ( x)下的总面积.

置信水平 P为

P =

∫
X0

xL

[ f 1 ( x) d x ]q +∫
xU

X0

[ f 2 ( x) d x ]q

∫
X0

xL

[ f 1 ( x) d x ]q = 0 +∫
xU

X0

[ f 2 ( x) d x ]q = 0

×100 %

(22)

式中[ ·] q为在水平 q下.

式 (22)必须满足

0 ≤ P ≤1 (23)

由式 (22)可知 , P受 q和 L 的影响.如果要求

P为某一常数如 P = 95 %或 P = 99 %或 P =

100 % ,则可以调节 q和 L 来满足这个要求. 此

外 ,模型建立要求 n≥3 ;考虑到很小的 n值 ,L 值

一般也是很小的 ,如 L = 1 ,2 ,3 ,或 5等. L 值的选

择应当使预报误差为最小即要获得最优的预报

结果.

4　试验研究与讨论

　　试验目的是检验上述理论模型的正确性.

试验采用代号为 H KTA和 H KTB的两种轴

承 ,每种有 10套 ,经 M9908A 轴承摩擦力矩仪器

(转速 5 r/ min ,轴向载荷 15 N)检验合格.合格值

规定为 MM = 1和 M G = 2. 5个设定量纲单位.

每套轴承都在专用试验机上按设定时间间隔

和量纲单位采集数据 ,经均值滤波后获取 2 048

个数据.摩擦力矩的均值 MM i是 2 048个数据的算

术平均值 ,摩擦力矩的最大值 M Gi是 2 048个数据
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的最大值.

对两种轴承 ,都用前 n = 5套轴承的数据建立

模型 ,用剩余的 10 - n = 5套轴承的数据检验模

型的正确性.

试验结果即用于模糊预报的原始数据如表 1

所示.为便于分析预报误差 ,在表 1备注中还列出

了 6～10号轴承的两类试验数据 :一是 MM i的最

大值 ,该值将作为试验数据的均值上界用于检验

均值上界的预报误差 ;二是 M Gi的最大值 ,该值将

作为试验数据的最大值上界用于检验最大值上界

的预报误差.

用表 1中前 n = 5 套轴承的试验数据进行计

算 ,得到总体摩擦力矩参数的预报结果 ,列在表 2

中.由表 2 可知 ,在 99 %～100 %的置信水平下 ,

取 L = 3时 , H KTA和 H KTB两种轴承摩擦力矩

的均值上界很接近 ,约为 0. 6个设定单位 ;但最大

值上界差异比较大 , H KTA轴承摩擦力矩的最大

值上界比 H KTB的约大了 0. 4个设定单位.这表明

HKTB轴承摩擦力矩的分散性好于 H KTA 轴承.

由表 1和表 2可以直接获得预报结果和试验

结果之间的误差 (用绝对值表示)情况 ,误差分析

结果列在表 3中.

表 1　摩擦力矩参数的试验结果

Table 1　Experiment results of friction torque parameters

轴承序号 i

摩擦力矩参数试验数据

H KTA轴承　　　　　　　　　　H KTB轴承

　均值 MM i 最大值 M Gi 均值 M M i 最大值 M Gi

备注

1

2

3

4

5

0. 470 1

0. 465 6

0. 503 6

0. 604 9

0. 576 6

1. 000 1

1. 051 4

1. 219 0

1. 073 2

1. 073 2

0. 330 5

0. 541 1

0. 272 6

0. 297 0

0. 662 8

0. 851 5

0. 727 4

0. 630 6

0. 505 8

0. 845 2

对于序号为 6～10的

H KTA轴承 , MM i的最大值

为 0. 639 1 , M Gi的

最大值为 1. 296 4.

6

7

8

9

10

0. 581 7

0. 637 8

0. 593 4

0. 580 9

0. 639 1

1. 101 2

1. 099 2

1. 291 3

1. 203 5

1. 296 4

0. 169 9

0. 156 6

0. 280 7

0. 483 0

0. 686 3

0. 308 8

0. 272 6

0. 373 4

0. 618 4

0. 797 8

对于序号为 6～10的

H KTB轴承 , MM i的最大值

为 0. 686 3 , M Gi的

最大值为 0. 797 8.

表 2　摩擦力矩参数的预报结果(根据 1～5号轴承的试验数据)

Table 2　Prediction results of friction torque parameters( based on experiment data of bearings No. 1～5)

轴承代号 置信水平 P/ % 多项式阶次 L
摩擦力矩参数的预报值

均值上界 MMU 　　　　　最大值上界 M GU

H KTA 100 1

2

3

0. 604 9

0. 604 9

0. 604 9

1. 292 1

1. 292 1

1. 292 1

99 1

2

3

0. 601 6

0. 601 3

0. 601 3

1. 259 3

1. 284 9

1. 275 6

H KTB 100 1

2

3

4

5

0. 662 8

0. 652 2

0. 647 1

0. 588 6

0. 584 4

1. 018 1

1. 018 0

0. 878 9

0. 872 7

0. 860 6

99 1

2

3

0. 644 7

0. 642 3

0. 635 4

1. 018 0

1. 017 2

0. 877 8
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表 3　预报结果和试验结果之间的误差分析

Table 3　Analysis for errors between prediction results and experiment results

轴承代号 置信水平 P/ % 多项式阶次 L

预报结果与试验结果之间的误差项目

　　均值上界 MMU 　　　　　　　最大值上界 M GU

相对误差/ %　　绝对误差　　　相对误差/ %　　绝对误差

H KTA 100 3 5. 351 0. 034 2 0. 332 0. 004 3

99 3 5. 915 0. 037 8 1. 604 0. 020 8

H KTB 100 1

2

3

4

5

3. 424

4. 969

5. 712

14. 236

14. 848

0. 023 5

0. 034 1

0. 039 2

0. 099 7

0. 101 9

27. 613

27. 600

10. 165

9. 388

7. 872

0. 220 3

0. 220 2

0. 081 1

0. 074 9

0. 062 8
99

1

2

3

6. 061

6. 411

7. 417

0. 041 6

0. 044 0

0. 050 9

27. 600

27. 501

10. 028

0. 220 2

0. 219 4

0. 080 0

　　从表 2和表 3可以发现 L 值的选择对模糊预

报算法精度和稳定性的影响情况.下面进行分析.

对 H KTA轴承而言 ,L 值的选择对预报结果

几乎没有影响 ,预报误差也很小.这表明模糊预报

算法的精度和稳定性都很好.

对 H KTB轴承而言 ,L 值的选择对预报结果

有很大影响. 随着 L 值的增大 ,参数均值上界

MMU的预报误差越来越大 ,而参数最大值上界

M GU的预报误差越来越小.当 L = 3 时 ,这两个参

数的预报误差都比较小.因此 ,取 L = 3 综合效果

最好.这表明在模糊预报算法中 ,合理选择 L 值 ,

可以获得综合最优结果.

取 L = 3 时 ,由表 3 可知 ,在 99 %～100 %的

置信水平下 ,预报结果和试验结果在数值上很接

近 ,二者之间的误差很小 ,最小绝对误差为 0. 004 3

个设定单位. H KTB轴承摩擦力矩均值的相对误

差最大 ,也仅为 10. 165 % ;绝对误差也很小 ,从量

纲上看 ,最大绝对误差为 0. 081 1个设定单位 ,约

为设定单位的 1/ 80.因此 ,预测误差可以满足航

天工程的要求.这也证实了所提出的方法是合理

与可行的 ,基本上可以真实描述所研究的航天轴

承摩擦力矩参数的总体波动特征.

对摩擦力矩要求严格的航天轴承 ,置信水平

可以取 P = 99 %～100 % ;对一般的仪表轴承 ,置

信水平可以取 P = 95 %～99 %.

模糊预报基于很小的数据个数 n ,从计算上

看一般仅需要 n≥3 ,并对概率分布无任何特殊要

求 ,因而适合于乏信息系统的分析.在建立预报模

型时 ,由于对原始数据进行了排序 ,因此 ,模糊预

报方法对原始数据的前后顺序无特殊要求.

模糊预报方法对新轴承和使用中的轴承都适

用 ,也可以用于可靠性分析.用于新轴承时 ,实际

上就是产品质量的抽样评估.用于使用过程时 ,由

于环境和工况条件的不断变化 ,因此要设定检测

周期 ,根据当前周期开始时的抽样数据 ,推断出本

周期内摩擦力矩的特征信息 ,及时预报摩擦力矩

是否超过允许值.用于可靠性分析时 ,是根据各套

轴承的失效时间 ,估计出该种轴承摩擦力矩的平

均寿命和最大寿命及其对应的可靠度的.无论什

么用途 ,模糊预报方法是根据 n个随机实现的数

据 ,获取研究对象的个体特征信息 ,经过合适的处

理后 ,推断出总体的特征信息 ,进而实现乏信息预

报的.

5　结　论

　　建立了基于隶属函数的航天轴承摩擦力矩参

数的经验概率密度函数.该函数为 L 阶多项式.合

理选择 L值 ,可以获得综合最优结果.一般取 L =

3效果比较好.

建立了基于乏信息的航天轴承摩擦力矩参数

的模糊预报模型.该模型允许数据个数很少 ,且对

系统总体的概率分布无特殊要求.在给定的置信

水平 P下 ,可以预报航天轴承摩擦力矩参数的变

化区间.

在置信水平 P = 99 %～100 %条件下 ,取 L =

3 ,对两种航天轴承摩擦力矩均值上界和最大值上

界的试验研究表明 ,预报结果和试验结果在数值

上很接近 ,最大绝对误差仅为 0. 081 1 个设定单
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位 ,最大相对误差仅为 10. 165 % ,可以满足航天

工程的要求.
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