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斜齿面齿轮几何传动误差的设计
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摘　　　要 : 主要对沿齿高方向修形的斜齿面齿轮副几何传动误差进行了设计 .为了避免边缘接触 ,提高面

齿轮传动的连续性和稳定性 ,采用了一种沿齿高方向曲线修形的面齿轮副齿面结构 ,对仅有小轮齿面修形的

面齿轮副和大、小轮齿面均修形的面齿轮副的几何传动误差进行了设计比较.结果表明 ,仅小轮沿齿高方向

曲线修形的斜齿面齿轮副传动误差为非对称的抛物线 ,装配误差影响传动误差幅值 ;沿齿高方向两轮均修形

的面齿轮副 ,恰当的设计齿条刀具抛物线修形因数 a1 , as 和抛物线顶点的位置参数 u0 ,不论是否对准安装 ,

几何传动误差均为连续的对称抛物线型.
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Design of geometry transmission errors of hel ical face2gear drive

S H EN Yun2bo , FAN G Zong2de , ZHAO Ning , GUO Hui

(School of Mechat ronics , Northwestern Polytechnical University , Xi’an 710072 , China)

Abstract : The geomet ry t ransmission errors of modified helical face2gear drive was in2
vestigated in t he paper. A new version of face2gear drive geomet ry was proposed as envelopes

of two parabolic racks of the pinion and shaper in t he profile to imp rove the continuity and

stability. The result s show t he t ransmission errors of helical face2gear drive wit h only modi2
fied helical pinion is an asymmet ric one , and symmet ric f unction parabolic t ransmission er2
rors , no matter alignment or misalignment , were caused by the new geomet ry with toot h

surfaces modified , while the factors of parabolic a1 , as and parameter u0 of parabola apex were

designed.
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　　面齿轮传动已在直升机主传动系统中应用 ,

并在分流2汇流传动结构方面表现出了潜在的优
势[ 1 ] .传统的渐开线斜齿面齿轮副 ,在对准安装或

非对准安装的条件下 ,几何传动误差为零 ,但由于

接触路径近似垂直于面齿轮的根锥 ,即使在轻载

的情况下也容易产生边缘接触 ,引起振动和噪声 ,

所以在实际工程中很难得到应用[223 ] .对斜齿面齿

轮副齿面沿全齿高修形是解决上述问题的主要手

段.齿高方向修形曲线目前主要有直线、圆弧、抛

物线以及高阶曲线等[425 ] .由于面齿轮传动大多应

用在高速、重载条件下 ,为了降低齿轮副对安装误

差的敏感性及避免边缘接触 ,面齿轮传动的几何

传动误差可设计为抛物线形.同时考虑到齿轮副

的修形是通过对刀具修形实现的 ,且抛物线齿廓

易于修形加工 ,因此研究中采用二次抛物线作为

加工齿轮副的齿条刀具修形曲线.

论文首先由修形滚刀的齿面通过齐次坐标变

换导出了面齿轮的齿面方程 ,然后在固定坐标系
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下建立了两齿面啮合的条件 ,确定了影响传动误

差的因素 ,最后给出面齿轮副几何传动误差的设

计实例 ,并通过 TCA法对实例进行了验证说明.

1　斜齿面齿轮齿面方程推导

　　在文献[ 6 ]中 ,作者已给出了斜齿面齿轮齿面

方程的推导过程 ,本文是在上述基础上采用不同

转换坐标系的进一步完善 ,其齿面方程的最终形

式是完全一致的.

1 . 1　齿条齿廓方程

　　斜齿面齿轮传动由斜齿面齿轮和斜齿圆柱齿

轮构成.圆柱齿轮作为主动轮由齿条刀范成 ,斜齿

面齿轮是由与圆柱齿轮共轭的齿轮刀具展成.则

展成小齿轮和产形齿轮的齿条法向齿廓如图 1

所示 .坐标系 S a , S b分别位于齿条的法截面内 ,

u i ( i = s ,1)分别是切削刀具和小齿轮的齿条沿

齿廓方向的参数 , s0 =
πmn

2
为法向齿槽宽 ,αn 是

法面压力角. ai为当顶点在 Oa处的抛物线修形因

数 ,其值可正可负. u0 是抛物线顶点的位置参数.

齿廓方程在 S a , S b中分别表示为

ra = [ ui ai u2
i 0 ]T (1)

rb ( ui ) = Mba ra (2)

式中 Mba 为坐标系 Sa 到 Sb 的变换矩阵.

图 1　齿条法向齿廓

Fig. 1　Normal profile of rack

1 . 2　斜齿条刀齿面方程

　　如图 2 ,法向齿廓沿 c2c 由坐标系 S b 平移 li

到坐标系 Sci ,并旋转β角 , 则斜齿条齿面Σci 在

坐标系 Sci 中的方程为

rci ( ui , li ) = Mcb ( li ) rb ( ui ) (3)

单位法矢为

nci ( ui ) =

5 rci

5 ui
×5 rci

5 li

5 rci

5 ui
×5 rci

5 li

(4)

式中 Mcb ( li ) 是坐标系 Sb 到 Sc 的变换矩阵.

图 2　生成斜齿条坐标系

Fig. 2　Coordinate system for screw rack

1 . 3　产形齿轮和小齿轮齿面方程

　　产形齿轮齿面Σs 和小齿轮齿面Σ1 分别由齿

条齿面Σci 包络而成 ,如图 3所示.图中 Sci , S i 分

别是与齿条和齿轮固联的动坐标系 , Sm是与机床

相联的固定坐标系 ,φi 是齿轮的转角 , Sci = rpiφi

是齿条沿 xci 方向的位移. rpi 是齿轮的分度圆半

径.齿条与齿轮的啮合方程为

f ci ( ui , li ,φi ) = rpiφi ( sinαn - 2 ai ui cosαn ) -

( ui + 2 ai ui l d + 2 a2
i u3

i ) cosβ-

li ( sinαn - 2 ai uico sαn ) sinβ= 0 (5)

式中 ld = s0 co s (αn ) / 2 ,则φi可表示为 ui , li的函

数.齿条齿面Σci 在 Si 坐标系下表示为

ri ( ui , li ,φi ) = Mici (φi ) rci ( ui , li ) (6)

式中 Mici (φi ) 是坐标系 Sci到 Si的坐标变换矩阵.

则齿轮齿面Σi 的方程可由式 (5)和式 (6)表示.

图 3　产形齿轮展成

Fig. 3　Shaper of generation

f ci ( ui , li ,φi ) = 0

ri ( ui , li ,φi ) = Mi ci (φi ) rci ( ui , li ) (7)

其法矢为

ni ( ui , li ) = Lici (φi ( ui , li ) ) nci ( ui ) (8)

式中 Lici (φi ( ui , li ) ) 是 Mici (φi ) 删除最后一行和

最后一列后的三阶矩阵.

1 . 4　斜齿面齿轮齿面方程

　　利用图 4 坐标变换可导出斜齿面齿轮齿面

Σ2 的方程.图中 Sa 是固定坐标系 , S s , S2 是分别
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与产形齿轮和面齿轮相固联的移动坐标系 , Sp 是

辅助坐标系. L 1 , L 2 分别是面齿轮最小内半径和

最大外半径. γm 是面齿轮与产形轮的轴交角.

<s , <2 分别是产形轮和面齿轮的转角 ,并且有

<s

<2

=
N 2

N s
, N s , N 2 是产形轮与面齿轮的齿数.

图 4　展成斜齿面齿轮坐标系

Fig. 4　Coodinate system for face gear generation

则面齿轮齿面Σ2 可由如下方程表出.

r2 ( us , ls , <s ) = M2s ( <s ) rs ( us , ls ) (9)

f 2s ( us , ls , <s ) = ns ·v
( s2)
s = 0 (10)

式中 ns 是齿面Σs 的法矢在 S s 中的表示 , v
( s2)
s 是

在 S s 中表示的两齿面的相对运动速度.

2　相切方程

　　两齿面Σ1 和Σ2 在固定坐标系 Sf 中相切 ,齿

面的位置矢量和法矢量应分别相等[728 ] .图 5所示

为转换坐标系.坐标系 S1 和 S2 分别是与圆柱齿

轮和斜齿面齿轮固联的动坐标系 , Sf 为固定坐标

系.为了研究未对准安装条件下的啮合特性 ,建立

了辅助坐标系 Sq , Sd 和 Se .各坐标系位置的相

互关系如图中 (b) , (c) , (d)所示.图中ΔE是轴

交错位移误差 ;Δq为面齿轮的轴向偏移误差 ;γf

=γm +Δγ ,γm 是轴交角 ,Δγ为轴交角误差.在

坐标系 Sf 中 ,齿面Σ1 ,Σ2 及其单位法矢可表

示为

r
(1)
f ( u1 , l1 , <′1 ) = Mf1 ( <1 ) r1 ( u1 , l1 )

n
(1)
f ( u1 , l1 , <′1 ) = Lf1 ( <′1 ) n1 ( u1 , l1 ) (11)

r
(2)
f ( us , ls , <s ,φ′2 ) = Mf2 (φ′2 ) r2 ( us , ls , <s )

n
(2)
f ( us , ls , <s , <′2 ) = Lf2 ( <′2 ) n2 ( us , ls , <s )

(12)

式中 <′1 , <′2分别是圆柱齿轮和面齿轮啮合时的转

角 ; Mf1是 S1 到 Sf 的变换矩阵 , Lf1 是 Mf1消去最

后一 行 和 最 后 一 列 后 的 矩 阵 ; Mf2 =

Mfq Mqd Mde Me2 是 S2 到 Sf 的变换矩阵 , Lf2 是 Mf2

消去最后一行和最后一列后的矩阵.在坐标系 Sf

中 ,两齿面相切得到以下方程

r (1)
f ( u1 , l1 , <′1 ) - r (2)

f ( us , ls , <s , <′2 ) = 0

n(1)
f ( u1 , l1 , <′1 ) - n(2)

f ( us , ls , <s , <′2 ) = 0

f 2s ( us , ls , <s ) = ns ·v( s2)
s = 0 (13)

图 5　两齿面啮合所用坐标系

Fig. 5　Coodinate system applied for meshing

由此可得到 7 个标量方程.但其中只有 6 个

是相互独立的 ,因为 n(1)
f = n(2)

f .不妨令 <′1

做为输入变量 ,可解得其余 6个参变量.

{ u1 ( <′1 ) , l1 ( <′1 ) , us ( <′1 ) , ls ( <′1 ) , <s ( <′1 ) ,

<′2 ( <′1 ) } ∈C
1

假定两齿面在某一初始点相切 , P0 = ( u0
1 , l0

1 , <′01 ,

u0
s , l0

s , <0
s , <′02 ) 满足式 (11) .如果雅可比行列不等

式成立 ,则可得到 P0 点邻近的解[5 ] .

Δ5 =
D ( f 1 , f 2 , f 3 , f 4 , f 5 , f 6 )

D ( u1 , l1 , us , ls , <s , <′2 )
≠0 (14)

3　传动误差设计

　　面齿轮副几何传动误差函数定义为[5 ]

Δ<′2 ( <′1 ) = ( <′2 - <0
2 ) -

N 1

N 2
( <′1 - <0

1 ) (15)
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其中 <0
2和 <0

1是小圆柱齿轮和面齿轮的初始转角 ,

<′2 和 <′1 为圆柱齿轮和面齿轮的实际转角.

Δ<′2 ( <′1 ) 为啮合过程中面齿轮实际滞后主动圆柱

齿轮的转角.齿轮副设计参数如表 1所示.

表 1　齿轮设计参数表

Table 1　Parameters of helical face2gear drive

设计参数 实例 1 实例 2 实例 3

小轮齿数 N 1 25 25 25

产形轮齿数 N s 28 28 28

面齿轮齿数 N 2 160 160 160

模数 mn / (mm) 3. 175 3. 175 3. 175

法面压力角αn / (°) 25. 0 25. 0 25. 0

轴夹角γm / (°) 90. 0 90. 0 90. 0

螺旋角β/ (°) 15. 0 15. 0 15. 0

内半径 L 1 / (mm) 245. 0 247. 0 247. 0

外半径 L 2 / (mm) 295. 0 295. 0 295. 0

修形系数 a1 / (mm - 1 ) 0. 002 0. 002 5 0. 002

修形系数 as / (mm - 1 ) 0. 0 - 0. 001 5 - 0. 001

抛物线顶点参数 u0 / (mm) 0. 0 0. 0 - 0. 462

设计实例 1 :小齿轮沿齿高方向修形 ,产形轮

齿廓为传统的渐开线 ,其它设计参数如表 1.齿轮

副对准安装 ,传动误差曲线如图 6 (a) ,非对准安

装 ,装配误差设为Δγ= 0 . 02°,Δq = 0 . 2 mm ,

ΔE = 0. 3 mm ,图 6 (b) .

由图 6看出在仅对小轮齿面曲线修形而大轮

齿面没有任何修形的条件下 ,两齿轮不论是对准

安装还是非对准安装 ,几何传动误差都为非对称

的中凸曲线.因而在承受较大载荷的情况下 ,轮齿

的一端可能出现边缘接触.

1) 抛物线修形因数 a1 > 0 ,也就是常把小圆

柱齿轮修成中凸齿形.此时 ,在一定的范围内 ,无

论如何设计 a1 和抛物线顶点位置参数 u 0 ,传动

误差的形状不发生变化 ,仅是幅值随着 a1 和 u 0

而改变.

2) 在有安装误差的条件下 ,误差曲线的形状

发生了改变 ,幅值也变大 ,如图 6 (b) .

设计实例 2 :小齿轮和产形轮均沿齿高方向

曲线修形 ,修形因数见表 1 ,齿轮副对准安装 ,齿

面接触路径如图 7 (a) .传动误差曲线如图 7 ( b)

(记为Ⅰ类误差曲线) .

设计实例 3 :小齿轮和产形轮均沿齿高方向

图 6　小齿轮齿面修形面齿轮副传动误差

Fig. 6　Transmission errors of face2gear drive with

modified helical pinion

曲线修形 ,修形因数如表 1 ,齿轮副对准安装 ,设

计接触路径如图 7 (a) ,传动误差曲线如图 7 (c) .

齿轮副非对准安装 ,图 7 (d)为设计安装误差Δγ=

0. 02°,Δq = 0. 2 mm ,ΔE = 0. 3 mm时的传动误差

曲线 , 图 7 (e)为设计轴向偏移误差Δq = 0. 2 mm

(或轴交错位移误差ΔE = 0. 3 mm)时传动误差曲

线 (记为Ⅱ类误差曲线) .

由图 7看出小轮和大轮均沿齿高方向修形的

斜齿面齿轮副 ,两齿轮不论是对准安装还是非对

准安装 ,只要恰当的设计抛物线修形因数 as , a1

和抛物线顶点位置参数 u0的大小 ,几何传动误差

可为连续的对称抛物线型.

1) 由图 7 ( b)知 ,在对准安装的条件下 ,当

齿面修形因数设为 a1 = 0 . 002 5 mm - 1 , as =

- 0. 001 5 mm - 1 , u0 = 0 . 0时 ,传动误差为连续的

对称抛物线.

2) 由图 7 (c)知 ,在对准安装的条件下 ,当齿

面修形因数设为 a1 = 0. 002 mm - 1 , as = - 0. 001

mm - 1和抛物线顶点参数 u0 = - 0. 462 mm时 ,传

动误差为连续的对称抛物线 ,但其幅值较图 7 ( b)

变小.从而可以认为 ,通过设计抛物线修形因数的

大小 ,可在一定范围内改变传动误差的幅值.

3) 由图 7 (d)知 ,在非对准安装的条件下 ,轴

夹角误差 ,轴向偏移误差和轴交错位移误差虽然
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可引起接触区域向面齿轮齿面的大端或小端偏

移 ,但几何传动误差形状仍为连续的抛物线 ,相比

较图 7 (c) ,仅是导致了传动误差幅值的增加.

图 7　斜齿面齿轮副几何传动误差 (a ,b)

设计实例 2 , (a ,c ,d ,e) 设计实例 3

Fig. 7　Transmission errors of aligment or

misaligment of involute helical face2gear

drive (a ,b) example 2 , (a ,c ,d ,e) example 3

4) 在轴向偏移误差和轴交错位移误差单独

存在的条件下 ,会造成传动误差的不对称 ,如图 7

(e) ,在单个误差较大的情况下 ,传动误差甚至不

连续 ,对传动的稳定性有一定的影响 ,在设计时应

避免.

4　结　论

　　对斜齿面齿轮副传动误差进行了设计研究 ,

得出以下结论 :

1) 斜齿面齿轮副抛物线型的几何传动误差

可通过齿高方向修形设计得到.

2) 当设计仅对小圆柱齿轮齿面沿齿高方向

曲线修形时 ,不论是对准安装还是非对准安装 ,几

何传动误差都为非对称的中凸曲线 ,因而受载时

易产生边缘接触 ,安装误差影响误差曲线的性质

和传动误差的幅值.

3) 当两齿面均沿齿高方向修形时 ,修形因数

设计为 a1 = 0. 002 mm - 1 , as = - 0. 001 mm - 1 ,抛

物线顶点参数 u 0 = - 0. 462 mm时 ,无论是对准

安装还是非对准安装 ,传动误差都可为连续抛物

线型 ,安装误差可导致误差幅值的增大.

4) 在轴向偏移误差和轴交错位移误差单独

存在的条件下 ,会造成传动误差的不对称 ,对传动

的连续性有一定的影响.可通过设计两种以上装

配误差同时存在而给予补偿.

5) 文中所设计的抛物线修形因数和抛物顶

点位置参数是多组参数优选的结果 ,关于修形参

数的全局优化设计将在后续研究中展开.
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