
第 25卷 第 3期
2010年 3月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 25 No . 3
Mar . 2010

文章编号 :100028055 (2010) 0320610207

随机振动响应方差的直接算法
孔宪仁 , 廖　俊

(哈尔滨工业大学 航天学院 卫星技术研究所 , 哈尔滨 150001)

摘　　　要 : 将动力学方程经过系统扩阶和模态变换构成李雅普诺夫方程 ,可直接求得大型有限元结构的

平稳随机振动响应方差.用等效线性化方法处理杜芬系统后 ,求解李雅普诺夫方程可以得到一套高效高精度

求解杜芬系统随机振动响应方差的方法.仿真对误差进行了估计 ,结果验证了方法的高效和精确性 .
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Abstract : By using of extending order and modal t ransformation of dynamic equation , a

Lyap unov equation was established , and t he solution of t he L yap unov equation could be used

to directly obtain stationary random vibration response variance of large2scale finite element

st ructure. Duffing system was linearized by equivalent linearization met hod , and t he L ya2
p unov equation was solved to get t he variance of random vibration response of duffing sys2
tem. The precision has been justified by simulation , showing t hat t he p resented met hod is

efficient and precise.
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　　随机振动是工程中常见的一种振动形式.在

运载火箭升空的主动段 ,卫星受到火箭发动机的

脉动推力、喷气噪声以及紊流边界层噪声等综合

产生的随机振动激励.航空器飞行过程中受到发

动机喷气噪声和气流影响而产生的随机激励.车

辆在行驶中受到地面的随机激励.地震 ,风等对建

筑会产生随机激励的作用.随机振动分析成为上

述结构分析的一个必要的过程.

结构随机响应的一个重要的任务是获得关注

点响应的方差和均方值.均值 ,均方值 ,方差三者

知道其中两个量即可获得另一个 ,一般均值是较

容易获得 ,随机激励为白噪声时均值为零 ,均方值

等于方差 ,对于线性系统 ,将激励去平均后计算得

到的响应均方就等于方差值.除了少数简单的问

题可以直接计算出响应方差以外 ,一般来说首先

求出在一系列离散频率点上的结构响应功率谱的

值 ,然后在整个频域上积分从而得到响应方差[1 ] .

这样计算存在一些不足 :求出的只是近似值 ,尤其

对于多自由度宽频随机激励时 ,每个自由度的方

差值都必须选取大量的频率点进行积分 ,否则精

度将有所损失 ,这导致计算量的增大.每次积分只

能求出一个自由度的方差值 ,这也为响应分析带
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来不便.直接求出随机响应协方差矩阵所满足的

李雅普诺夫方程的办法能使计算效率和精度都得

到提高 ,能够有效克服上述缺点 ,高效而高精度的

得到随机响应的方差值.

1　解李雅普诺夫方程求随机响应
方差

111　激励为白噪声

对于线性时不变系统可以写成如下状态方程

的形式[2 ] :

x·s = Ass + Bsw w

z = Czs x s (1)

其中 xs 为状态向量 , w为输入向量 , z为输出向

量. A , B , C为响应维数的常量矩阵 ,下标 s , w , z

等表示矩阵维数.

假设输入为白噪声 ,则输入的功率谱矩阵为

对称正定的常量矩阵 Wuu .状态变量的稳态协方

差矩阵表示为

E( xs x T
s ) = Xss (2)

容易证明式 (2)满足李雅普诺夫方程

Ass Xss + Xss A T
ss + Bsu Wuu B T

su = 0 (3)

其中 W为激励 w的功率谱矩阵乘 2π.

对 Ass进行特征值分解

Ass = EssΛss E - 1
ss (4)

其中 Ess为特征向量构成的矩阵 ,Λss为特征值构

成的对角线矩阵.

经过矩阵推导求得李雅普诺夫方程的解的矩

阵形式为

Xss = - Ess [ ( E- 1
ss B su Wuu B T

su E - 3
ss ) . /

(Λss P + P3Λ3
ss ) ] E3 (5)

其中 P矩阵为合适维数的矩阵元素全为 1 的矩

阵 ,符号“. /”表示矩阵之间对应元素的相乘运算.

得到输出 z的均方根 ( RMS)值为

zrms = diag ( Czs Xss CT
zs ) / 2 (6)

这样仅通过计算式 (5)和 (6)矩阵运算即可以

求得所有响应点均方根值 (或方差) .该方法进行

简单的扩阶就可以在满足给定功率谱密度 ( PSD)

函数的平稳随机非白噪声激励下求随机响应方

差值.

112　激励为非白噪声

对于大多数实际问题 ,仅考虑白噪声输入是

不够的 ,对于满足给定 PSD的非白噪声激励过程

同样可以通过解扩阶的李雅普诺夫方程来直接求

得响应的方差值.

对于白噪声输入可以找到系统使得它的输出

能够理论上满足任意精度要求的功率谱曲线.即

可以找到系统矩阵 Ann , Bnw , Cw n , Dw w
[2 ]使得输入

为白噪声 w ,而输出为所需的 Wpsd .

x
·

n = Ann x n + Bnw w

Wpsd = Cw n x n + Dw w w (7)

文献[ 2 ]称这一系统为 PSD 形状系统 ( PS2
DSS) ,并给出了解析形式和分段形式的 PSD 曲

线的系统矩阵的获得方法 ,对于常用的解析形式

给出了解答.在工程随机振动分析用得较多的分

段形式的 PSD 曲线 , Matlab 中 Mu2Analysis

Toolbox 里面的 fit mag 命令能够得到给定阶数

的形状系统的解 ,一般 5 阶左右就能满足精度要

求 ,这对计算量的影响是比较小的.如图 1所示 ,

考虑表 1所定义的 PSD曲线 ,用 Matlab 中的 fit2
mag命令分别获得 2 ,3 ,5阶的 PSDSS系统矩阵.

可以看到 5阶系统得到的 PSD 曲线已经足够接

近原 PSD曲线 ,而 5阶对整个扩阶系统的计算效

率的影响相对是很小的.

表 1　随机激励的功率谱密度

Table 1　PSD of random excitation

F/ Hz 20 30 100 500 1 000

功率谱密度/
(N2/ Hz)

011 110 110 011 011

图 1　不同阶 PSDSS计算功率谱密度的结果

Fig11　PSD profile by increasing order systems

下文中将认为 PSDSS矩阵是已知的.

将式 (1) , (7)合在一起构成扩阶系统则可以

表示为
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x
·

S = AS S x S + BS w w

z = Cz S x S (8)

其中 x
·

S =
xs

xn

, 　AS S =
Ass B sw Cw n

0ns A nn

,

BS w =
Bsw D w w

Bnw

, 　Cz S = Czs 0 zn .

这样通过 PSDSS可以将非白噪声的随机激

励转换成白噪声随机激励 ,从而可以应用式 (5)来

解非白噪声随机激励方差问题.

113　线性结构随机响应分析

对于一般线性结构的动力方程

Mnn y··n + Cnn y·n + Knn y n = f ( t) n (9)

可令

xs =
y

y
· , 　Ass =

0 I

- M - 1 K - M - 1 C
,

wn = f ( t) n , 　Bsn =
0n

M - 1
(10)

将式 (10)代入式 (5) , (6)即可很方便的得到

随机激励作用下响应的方差.采用适当 Czs矩阵可

以获得响应的位移 ,应力的方差值以及 von mises

屈服应力等.令 Czs = [ Inn 　0nn ] ,可以得到响应位

移的方差值.

上述过程也可以使用模态叠加方法进行缩

减 ,再采用适当的 Czs将方差值从模态坐标返回到

原坐标下.

将式 (9)通过模态变换到模态坐标下[3 ]

u
··

m + 2 ZmmΩm m u
·

m + Ω2
mm um = M - 1

m mΦT
nm f ( t) n

(11)

其中 Mmm , Zmm ,Ωm m ,Φnm分别为模态质量 ,模态

阻尼比 ,固有频率和模态矩阵.经过推导可以得到

模态坐标下的李雅普诺夫方程及其解法.

可令

Ass =
0m m I m m

- Ω2
m m - 2 Zm mΩm m

, 　 xs =
u

u
· ,

Bsw =
0mn

M - 1
mmΦT

nm

, 　wn = f ( t) n (12)

当 Czs = Φnm 0nm 通过式 (4) , (5) , (6)即

可解出各自由度位移响应的方差值.

2　等效线性化方法[ 425]

从非线性随机振动工程分析的角度来看 ,如

果非线性程度不是太强 ,不考虑分叉 ,跳跃等本质

非线性现象 ,则等效线性化法已经取得了较大的

进展 ,是相对有效且简单可行的方法 ,是工程实际

中最具有应用潜质的预测非线性系统随机响应的

近似方法[ 6 ] .其基本思想为用有精确解的线性系

统代替给定的非线性系统 ,并使两方程之差在某

种统计意义上为最小.文献[ 7 ]比较了以能量差为

基础与以方程差为基础的等效线性化方法计算随

机振动响应 ,认为以能量差为等效准则的方法效

果要好.

考虑具有随机激励的单自由度非线性系统 ,

其动力学方程为

m x··+ cx
·+ k x + g ( x , x

·) = F( t) (13)

其中 g ( x , x
·) 为非线性项 ,建立等效的线性化

方程

m x··+ ce x
·+ ke x = F( t) (14)

其中 ce , ke 为等效的阻尼系数和刚度系数.以能

量差最小为准则可求得 ce , ke 分别为

ke =
2 E( x2 U)

E( x4 )
, 　ce =

E W∫
x

0

x
·2 d t

E ∫
x

0

x
·2 d t

2
(15)

其中 U =
1
2

kx 2 +∫
x

0

g ( x , x
·) d x为势能 ,阻尼力做

的功为 W = -∫
t

0

[ cx
·

+ g ( x , x
·) ] x
·d t.

以方程差为基础的等效阻尼系数和刚度系数

可通过下式获得[8 ]

k′e = E
5 g
5 x

, 　c′e = E
5 g
5 x
· (16)

先设定 ce , ke 的一个初始值 ,求解式 (13)得

到 x的某统计值 ,代入式 (15) ,或式 (16)求得新

的等效系数.经过反复迭代后得到所求的值.一般

式 (13)的等效系数的结果化成 E( x ·x T )的形式

或其中的元素来表示 ,这正是式 (2)得到的解 ,用

它来参与迭代 ,效率和精度将得到很大的提高.只

需通过式 (10)或者式 (12)转换成状态空间表示的

运动方程 ,其协方差矩阵即可求得 ,并参与到等效

线性化的迭代计算中.

3　算　例

311　有限元板结构

在 MSC. pat ran下建立一个一端完全固定的

有限元板结构模型. 结构尺寸为 500 mm ×

216
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100 mm×6 mm ,弹性模量为 2 ×1011 Pa ,泊松比

为 013 ,密度为7 800 kg/ m3 ,模态阻尼为 0111 如
图 2所示在节点 44 的位置垂直向上作用如表 1

定义的随机激励力.

图 2　有限元板模型

Fig12　Model of finite element method

用本文给出的扩阶的直接求方差值的方法

DVM ( directly variance met hod)和 Pat ran 计算

的结果进行了比较列于表 2 中.结果是令人满意

的 ,两者的相对误差平均仅为百分之零点多.这一

误差可能为模型抽取时存在的误差以及 PSDSS

产生的误差所导致.结果验证了方法在计算有限

元结构受非白噪声平稳随机激励作用下的随机响

应均方根值计算的有效性. 在奔腾 4 CPU 主频

116 GHz ,内存 1 G的主机上运行 Matlab 615 编

制的程序 ,用 DVM计算仅用了 015 s即可获得全

部 360个自由度的均方根值.而要获得同样的精

度 ,在同一机器上用虚拟激励法 [ 9 ]计算响应功率

表 2　Patran与 DVM计算随机振动位移响应的

均方根值结果比较

Table 2　Displacement response root mean square

obtained by Patran and DVM

节点
Patran均方
根值/ 10 - 7

DVM均方
根值/ 10 - 7 Error/ %

Nodal 4 11811 11819 7 01480

Nodal 8 81512 81506 1 01069 4

Nodal 10 13101 121996 01106

Nodal 23 61549 61541 0 01123

谱然后积分仅求得表 2中所示的 4个节点垂直方

向位移响应均方根值就要用去 3 min.可见 DVM

在精度和效率上都有明显的优势.

312　求解单自由度杜芬系统随机响应

m x··+ cx
· + k x + g ( x , x

·) = F( t) (17)

设激励力为白噪声过程 ,且已知其自谱密度

为 S0 ,系统非线性函数为 g ( x , x
·) =εk x3 ,由式

(15)求得以能量差为基础的等效刚度系数[7 ]

ke = k[1 + 215εE( x2 ) ] , 　ce = c (18)

由式 (5) , (6) , (10) , (18)构成一个闭合的计

算过程 ,通过反复迭代即可以求得杜芬系统的随

机响应.对于以方程差为基础的等效线性化方法

过程类似不做详述.

令 m = 1 , c 分别为 0104 , 0106 , 0108 , 011 ,

0115 ,012 , k = 1 ,ε分别为 0101 , 011 ,功率谱 S0 =

11 本文用求解李雅普诺夫方程直接求方差值的
方法 (DVM)分别对两种等效线性化方法处理过

的杜芬系统进行了求解 ,并与文献[7 ]中的其他方

法进行了比较.计算位移方差σ得到结果如表3～

表 6所示.

表 3～表 6 中 c表示阻尼系数 , FP K表示针

对非线性问题用 FP K(福克2普朗克2柯尔莫哥罗
夫)方法算出来方差的精确结果 , EQU 方法是用

以方程差为基础的等效线性化法计算 , EN E方法

是用以能量差为基础的等效线性化法计算.针对

线性化问题 ,ANA 表示系统线性化后 ,用解析的

方法计算方差 ,R_ K表示用精细龙格库塔方法计

算方差 ,SYM [7 ]表示用保辛方法计算方差 ,其中

R_ K方法和 SYM 方法都使用四阶格式. Error

1 ,Error 2 ,Error 3 ,Error 4分别表示 ANA方法、

R_ K方法 SYM和本文提供的 DVM四种方法计

算的结果相对 FP K方程方法计算的精确解的误

差.这里各个变量都进行了无量纲化处理.

表 3　EQU方法(ε= 0101)

Table 3　Method of EQU (ε= 0101)

c FP K ANA_2 Error 1/ % R_ K Error 2/ % SYM Error 3/ % DVM Error 4/ %

0104 391745 6 371145 7 6154 371146 4 6154 371142 4 6155 371145 65 6154

0106 291933 3 281312 3 5142 281313 8 5141 281310 9 5142 281312 29 5142

0108 241289 231167 6 4162 231169 7 4161 231167 4 4162 231167 67 4162

011 201558 3 191733 5 4101 191735 9 410 191734 4101 191733 54 4101

0115 151020 8 141572 8 2198 141576 1 2196 141574 7 2197 141572 88 2198

012 11192 111641 9 2133 111645 7 213 111644 7 2131 111641 93 2133

316
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表 4　ENE方法(ε= 0101)

Table 4　Method of ENE (ε= 0101)

c FP K ANA_2 Error 1/ % R_ K Error 2/ % SYM Error 3/ % DVM Error 4/ %

0104 391745 6 391511 3 0159 391512 4 0159 391508 2 016 391511 23 0159

0106 291933 3 291943 9 0104 291945 7 0104 291942 7 0103 291943 91 0104

0108 241289 241393 7 0143 241396 0144 241393 6 0143 241393 65 0143

011 201558 3 201701 8 017 201704 5 0171 201702 5 017 201701 8 017

0115 151020 8 151181 8 1107 151185 4 111 151184 1109 151181 78 1107

012 11192 121067 4 1124 121071 6 1127 121070 6 1126 121067 4 1124

表 5　EQU方法(ε= 011)

Table 5　Method of EQU (ε= 011)

c FP K ANA_2 Error 1/ % R_ K Error 2/ % SYM Error 3/ % DVM Error 4/ %

0104 161485 5 141599 1 11144 141604 6 11141 141602 9 11142 141599 16 11144

0106 131061 9 111649 1 10182 111649 10182 111646 6 10183 111649 13 10182

0108 111032 7 91895 2 10131 91895 2 10131 91893 3 10133 91895 23 10131

011 91655 53 81701 4 9188 81701 5 9188 817 919 81701 43 9188

0115 71532 78 61853 4 9102 61175 6 18102 61852 6 9103 61853 36 9102

012 61283 14 51758 8 8135 51759 2 8134 51758 4 8135 51758 81 8135

表 6　ENE方法(ε= 011)

Table 6　Method of ENE (ε= 011)

c FP K ANA_2 Error 1/ % R_ K Error 2/ % SYM Error 3/ % DVM Error 4/ %

0104 161485 5 151837 3193 151836 5 3194 151834 3195 151837 02 3193

0106 131061 9 121609 6 3146 121609 5 3146 121607 3148 121609 57 3146

0108 111032 7 101691 7 3109 101691 7 3109 101689 8 3111 101691 72 3109

011 91655 53 91387 2178 91387 1 2178 91385 6 218 91386 99 2178

0115 71532 78 71368 9 2118 71369 2 2117 71368 2 2118 71368 87 2118

012 61283 14 61175 1 1172 61175 6 1171 61174 8 1172 61175 08 1172

　　图 3为ε= 011 ,c = 0108时 ,刚度系数迭代过

程量. EQU 方法是用以方程差为基础的等效线性

化法计算 , EN E方法是用以能量差为基础的等效

线性化法计算.总体上 ,收敛的速度是理想的 ,经

两种等效方法处理后用 DVM方法来计算一般能

在 20次迭代内达到收敛.相比下 , EN E方法在振

荡幅度和收敛速度上都稍好于 EQU 方法.一般

情况下 c越大 ,ε越小收敛速度越快.当ε很大时

可能导致发散 ,这也是等效线性法只能适用于非

线性强度不大的情况的弊端.

图 3　刚度系数的迭代过程 (ε= 011 , c = 0108)

Fig13　Stiffness coefficient on the iterative process

(ε= 011 , c = 0108)
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分析表 3～表 6 可以看到 ,以能量差为基础

的等效线性化方法比方程差为基础的等效线性化

方法计算的结果误差要小 ,这从表格中 ANA _2

方法的计算的结果中也能看出来 ,ANA _2 的误

差就是等效线性化所产生的误差 ,本文提供的

DVM方法避免了繁琐的积分过程 ,其计算精度

与 ANA_2 的相对误差完全一致 ,因为 DVM 中

间没有做其他的近似处理 ,误差也是仅来源于等

效线性化过程 ,而 R_ K和 SYM 两种数值计算方

法都是在离散的频率点进行积分得到的近似解.

在本例中 ,用积分来求方差的方法 ,迭代无疑

会大量增加计算量 ,迭代一次就要重新计算一次

积分 ,对于自由度数目较多情况下 ,每次计算的积

分计算量已经不小.这样 ,在解决实际问题时导致

因计算时间太长而不可接受 ,从而限制了等效线

性化方法在工程上的应用 ,而本文提供的方法能

有效克服这一问题.

313　两自由度剪切型多自由度 Duff ing系统

其运动微分方程为

My
··

+ Cy
·

+ Ky + G = f ( t) (19)

其中

G =
u1 k1 x3

1 - u2 k2 x2

u2 k2 x3
2

,

x =
x1

x2

=
y1

y2 - y1

,

u =
u1

u2

(20)

平稳随机激励

f ( t) =
f 1 ( t)

f 2 ( t)
=

x ( t)

x ( t + T)

f 2 ( t)比 f 1 ( t)滞后 T = 011 s.它们的自谱密

度都是 S0 = 215×10 - 3 kN2 ·s.系统参数如下 :

M =
1

1
t ,

C =
　0144 - 0112

- 0112 　0126
t/ s ,

K=
　250 - 100

- 100 　100
t/ s2 (21)

可以求得以能量差为基础的等效刚度系数为

Ke = K+ 215
　u1 k1 E( x2

1 ) - u2 k2 E( x2
2 )

- u2 k2 E( x2
2 ) 　u2 k2 E( x2

2 )

(22)

其中

E( x2
1 ) = E( y2

1 ) ,

E( x2
2 ) = E[ ( y2 - y1 ) 2 ] =

E( y2
2 ) + E( y2

1 ) - 2 E( y1 y2 ) .

E( y2
2 ) , E( y2

1 ) , E ( y1 y2 )可以通过计算式 (5)

中的 Xss全部获得 ,然后通过迭代求得响应的方差

值σ.

选取不同大小的μ的值 ,用能量等效线性化

对式 (19)进行线性化 ,用直接求方差方法分别进

行迭代计算 ,然后用蒙特卡罗方法进行模拟 ,检验

计算精度.

用直接求方差的方法计算结果与蒙特卡罗模

拟结果在图 4、图 5显示中吻合的很好 ,误差最大

处为 2 % ,误差的主要来源为等效线性化的过程

中用以能量差为基础的等效刚度来近似替代非线

性项时所产生的误差.计算结果表明本文提供的

方法在求解 Duffing系统随机平稳响应方差的问

题时能获得良好的效果 ,较其他方法具有更好的

精度和效率.

图 4　第一自由度位移方差值

Fig14　Displacement variance of the 1st degree

of f reedom (DOF)

图 5　第二自由度位移方差值

Fig15　Displacement variance of the 2nd DOF
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4　结　论

解李雅普诺夫方程求解随机响应方差有精度

高和效率高的优势.通过扩阶和模态叠加就可以

解决具有给定 PSD 的大型有限元结构的平稳随

机振动问题.通过与等效线性化方法的结合来求

解杜芬系统的随机振动响应问题非常方便高效且

精度高 ,对杜芬系统随机振动响应分析有一定实

用价值 ,也对等效线性化方法向工程的进一步应

用有一定帮助.但对于本质非线性问题 ,用等效线

性化方法会出现较大误差 ,因此 ,还需要做更多的

工作.
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