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摘　　　要 : 提出定时截尾数据回归分析方法 ,建立定时截尾数据回归方程 ,给出回归系数和标准差的最佳

无偏整体估计、百分位值的点估计及其置信限估计.详细讨论了工程中常见的极值分布、Weibull分布、正态分

布以及一般位置2尺度分布场合下定时截尾数据的回归分析问题.该方法可以充分利用截尾时刻的试验信息 ,

并将各个状态下的定时截尾数据作为一个整体进行统计分析 ,具有信息量大、精度高的特点 ,从而可以在试

验时间、经费等有限的情况下对产品进行高精度的寿命预测和可靠性评估.
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Abstract : Regression analysis method for type2Ⅰcensored data was presented. The re2
gression equation for type2Ⅰcensored data was established. The best unbiased integral esti2
mators of t he regression coefficient s and the standard deviation , t he point estimators and

confidence intervals of percentiles were given. The regression analysis met hods for type2Ⅰ
censored data f rom ext reme dist ribution , Weibull dist ribution , normal dist ribution and loca2
tion2scale dist ribution were discussed in detail . As t he experimental information at t he censo2
ring time and t he cross information among test data in different states were f ully exploited ,

t he p resented met hod could reach a high precision. The met hod provides a feasible and effec2
tive approach to life p rediction and reliability estimation of p roduct s when the test time or ex2
pense are limited.
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　　回归分析在工程中有着广泛的应用 ,但传统

的回归分析方法只适用于来自正态分布的完全数

据 ,对于工程中常见的截尾数据情况却无法处理.

然而在高可靠性、长寿命产品的寿命试验中 ,由于

受试验时间、经费等限制 ,试验常常采取截尾处

理 ,得到的均为截尾数据.为此 ,文献[ 1 ]建立了定

数截尾数据线性回归分析方法 ,将传统的回归分

析推广到定数截尾数据的情况.文献[ 2 ]提出了单
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状态定时截尾数据最佳线性无偏估计方法.本文

进一步建立了定时截尾数据回归分析方法 ,解决

了上述难题.

1　极值分布定时截尾数据回归分析

极值分布是工程中常见的一种分布.设 y 为

服从极值分布的随机变量 ,其分布函数为

F( y) = 1 - exp - exp
y -μ( x)
σ (1)

式中μ( x)为状态 x 下的位置参数 ,σ> 0 为尺度

参数.令 y°= [ y -μ( x) ]/σ,则 y°为标准极值分布

随机变量.设μ( x)与 x之间成线性关系 ,即

μ( x) = a + bx (2)

则随机变量 y可表示为

y = a + bx +ε, 　ε～EV (0 ,σ) (3)

式中 a , b和σ为不依赖于 x 的待定参数.

111　参数估计

设在状态 x i ( i = 1 ,2 , ⋯, m)下有 ni 个试样进

行定时截尾试验 ,到 y 3
i 时刻截止 ,共有 qi ( 1 ≤

qi < ni ) 个试件失效 ,得到定时截尾数据 y i1 ≤

y i2 ≤⋯≤y iq i
,它们可以看作来自极值分布大小

为 ni 的样本的前 q i 个顺序统计量 Y i1 ≤Y i2 ≤

⋯≤Y iq i
的一个取值. 根据文献 [ 223 ] 可知 ,

y i ( qi + 1) = y 3
i 可以看作该样本的第 q i 个区间统计

量 Y i ( qi + 1)的一个取值.

由式 (3)可知

y ik = a + bx i +εik , 　εik～EV (0 ,σ)

i = 1 ,2 , ⋯, m ; 　k = 1 ,2 , ⋯, qi + 1 (4)

根据文献[223 ] ,令

Q = ∑
m

i = 1
∑

qi +1

k , l = 1

( y ik - a - bx i -

σu ik )νikl ( y il - a - bx i - σu il ) (5)

式中

[νikl ] ( qi + 1) ×( qi + 1) = [νikl ]
- 1
( qi + 1) ×( qi + 1) (6)

且 uik ( k = 1 , 2 , ⋯, qi )为标准极值分布大小为 ni

的样本的第 k 个顺序统计量的均值 ,νikl ( k , l = 1 ,

2 , ⋯, qi )为标准极值分布大小为 ni 的样本的第 k

个与第 l 个顺序统计量的协方差 , ui ( qi + 1) 为标准

极值分布大小为 ni + 1的样本的第 qi + 1 个顺序

统计量的均值 ,νik ( qi + 1) =νi ( qi + 1) k ( k = 1 , 2 , ⋯, qi +

1)为标准极值分布大小为 ni + 1的样本的第 k个

与第 q i + 1 个顺序统计量的协方差 ,均可通过公

式计算或查表[4 ]得到.

取式 (5)中 Q关于 a , b和σ的偏导 ,并令它们

等于零 ,求解可得参数 a , b和σ的估计值为

â = y
- - b̂x- - σ̂u- (7)

b̂ =
L 22 L 1 y - L 12 L 2 y

L 11 L 22 - L 2
12

(8)

σ̂ =
L 11 L 2 y - L 12 L 1 y

L 11 L 22 - L 2
12

(9)

式中

y
- =

1
n3 ∑

m

i = 1
∑

qi + 1

k , l = 1
νikl y ik (10)

u
- =

1
n3 ∑

m

i = 1
∑

qi + 1

k , l = 1
νikl u ik (11)

x- =
1

n3 ∑
m

i = 1
∑

qi + 1

k , l = 1
νikl x i (12)

n3 = ∑
m

i = 1
∑

qi +1

k , l = 1

νikl (13)

L 1 y = ∑
m

i = 1
∑

qi +1

k , l = 1

νikl ( x i - x- ) ( y ik - y
- ) (14)

L 2 y = ∑
m

i = 1
∑

qi +1

k , l = 1

νikl ( uik - u
- ) ( y il - y

- ) (15)

L 11 = ∑
m

i = 1
∑

qi +1

k , l = 1

νikl ( x i - x- ) 2 (16)

L 12 = ∑
m

i = 1
∑

qi +1

k , l = 1

νikl ( x i - x- ) ( uik - u
- ) (17)

L 22 = ∑
m

i = 1
∑

qi +1

k , l = 1

νikl ( uik - u
- ) ( uil - u

- ) (18)

可以证明 , â , b̂和σ̂是参数 a , b和σ的最佳

无偏整体估计.理论及 Monte Carlo 模拟表明 ,当

数据总量 q = ∑
m

i = 1
qi + 1 稍大时 ,可认为它们近

似服从正态分布.

112　位置参数与尺度参数的置信限估计

位置参数μ( x) = a + bx的点估计为

μ̂( x) = â + b̂x (19)

其置信度为γ的单侧置信上、下限分别为

μup ( x) = â + b̂x +

σ̂uγ
1 - u2
γc33

uγ( c13 + c23 x) + ω (20)
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μlow ( x) = â + b̂x +

σ̂uγ
1 - u2
γc33

uγ( c13 + c23 x) - ω (21)

其中

ω= u2
γ( c13 + c23 x) 2 +

(1 - c33 u2
γ) ( c11 + 2c12 x + c22 x2 ) (22)

尺度参数σ置信度为γ的单侧置信上、下限

分别为

σup =
σ̂

1 - uγ c33

(23)

σlow =
σ̂

1 + uγ c33

(24)

其中

( cj1 j2
) 3×3 =

∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl ∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl x i ∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl uik

∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl x i ∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl x2
i ∑

m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl x i uik

∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl uik ∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl x i uik ∑
m

i =1
∑
qi +1

k , l =1

νikl uik uil

- 1

(25)

区间 [μlow ( x) ,μup ( x) ]和 [σlow ,σup ]分别为
μ( x)和σ置信度为 2γ- 1的置信区间 ,即

P{μlow ( x) ≤μ( x) ≤μup ( x) } = 2γ- 1 (26)

P{σlow ≤σ≤σup } = 2γ- 1 (27)

113　百分位值点估计及其置信限估计

随机变量 y 概率为 P 的百分位值 y P =

μ( x) +σln ln
1

1 - P
的无偏估计为

ŷ P = â + b̂x +σ̂ln ln
1

1 - P
(28)

其置信度为γ的单侧置信上、下限分别为

y Pup = â + b̂x +
σ̂

1 - u2
γc33
·

ln ln
1

1 - P
+ u2
γ( c13 + c23 x) + uγ ωP

　(29)

y Plow = â + b̂x +
σ̂

1 - u2
γc33
·

ln ln
1

1 - P
+ u2
γ( c13 + c23 x) - uγ ωP

　(30)

式中

ωP =ω+ c33 ln ln
1

1 - P

2

+

2 c13 + c23 x ln ln
1

1 - P
(31)

区间[ y Plow , y Pup ]为概率为 P的百分位值 y P

置信度为 2γ- 1的置信区间 ,即

P{ y Plow ≤y P ≤y Pup } = 2γ- 1 (32)

2　Weibull 分布定时截尾数据回归
分析

设随机变量 t 服从 Weibull 分布 ,分布函

数为

　　　F( t) = 1 - exp -
t
η( x)

m

, 　t > 0　

(33)

式中 m > 0为形状参数 ,η( x) > 0为特征寿命.令

y = ln t ,则 y服从极值分布 ,分布函数见式 (1) ,且

μ( x) = lnη( x)

σ=
1
m

(34)

此时 , Weibull 分布定时截尾数据回归分析转化

为极值分布定时截尾数据回归分析问题进行

处理.

3　正态分布定时截尾数据回归分析

设随机变量 y服从正态分布 ,分布函数为

F( y) =Φ y -μ( x)
σ (35)

式中μ( x)为状态 x下的均值 ,σ为标准差 ,Φ( ·)

表示标准正态分布函数.

当μ( x)与 x之间成线性关系时 ,有

y = a + bx +ε, 　ε～N (0 ,σ2 ) (36)

根据 111节可得到参数 a , b和σ的最佳无偏整体

估计 ,由式 (7)～ (9)给出 ,此时 , uik ,νikl分别表示

标准正态分布下相应统计量的均值和协方差 ,可

通过公式计算或查表得到[526 ] .

均值μ( x)和标准差σ的点估计及置信度为γ

的置信限按 112节方法计算.随机变量 y 概率为

P的百分位值的点估计及置信度为γ的置信限按

113节方法计算 ,由式 ( 28 ) ～ ( 30 ) 给出 ,式中

ln ln
1

1 - P
由Φ- 1 ( P)代替.
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4　一般位置2尺度分布定时截尾
数据回归分析

设随机变量 y 服从位置2尺度分布 ,分布函

数为

F
y -μ( x)
σ , 　- ∞< y < + ∞ (37)

式中μ( x)为状态 x 下的位置参数 ,σ> 0 为尺度

参数 , F( ·)表示位置2尺度分布函数.

当μ( x)与 x之间成线性关系时 ,根据 111节

可得到待定参数的最佳无偏整体估计 ,由式 (7)～

(9)给出 ,此时 , uik ,νikl分别表示标准位置2尺度分
布下相应统计量的均值和协方差.

位置参数μ( x)和尺度参数σ的点估计及置

信度为γ的置信限按 112 节方法计算.随机变量

y概率为 P的百分位值的点估计及置信度为γ的

置信限按 113节方法计算 ,由式 (28)～ (30)给出 ,

式中 ln ln
1

1 - P
由 F - 1 ( P)代替.

5　算　例

511　Monte Carlo模拟算例

设某产品寿命 t 服从 Weibull 分布 ,形状参

数 m = 2 ,特征寿命η( T)与绝对温度 T 有如下

关系 :

lnη( T) = a + b/ T

式中 a = - 10 , b = 6000 .现采用Monte Carlo模拟

方法在 4个温度下对产品进行定时截尾试验 ,具

体模拟条件和模拟数据列于表 1 .

表 1　Monte Carlo模拟数据

Table 1　Data of Monte Carlo simulation

序号
i

温度
T i / K

样本量
ni

截尾时刻
t 3

i / h

定时截尾数据
tik / h

1 343 6 1 000 883

2 363 6 500 221 , 490

3 383 6 300 72 , 232 , 246 , 286

4 403 6 100 29

　　令 y = ln t ,则 y服从极值分布 EV μ( T) ,σ ,

且μ( T) = lnη( T) ,σ= 1/ m.采用本文第 1节方法

对其进行回归分析 ,得到参数 a , b和σ的最佳无

偏整体估计分别为

â = - 81828 6 , 　b̂ = 5 6081813 0 , 　σ̂= 01465 1 .

　　因此 ,形状参数μ( T)的无偏估计为

μ( T) = lnη( T) = - 81828 6 + 5 6081813 0/ T

其置信度为 2γ- 1 = 019的区间估计列于表 2 .

为了便于比较 ,本文还将表 1 中的定时截尾

数据简单看成定数截尾数据 ,采用定数截尾数据

回归分析方法进行分析 ,所得的μ( T i )的置信区

间估计结果也列于表 2 .

由表 2对比结果可以看出 ,两种方法所得的

μ( T i )的置信区间都包含其真值 ,但本文方法所

得的各个温度下的置信区间长度都明显较短 ,也

就是说 ,本文方法计算精度明显较高.大量 Monte

Carlo模拟证明 ,在相同的样本量下 ,本文方法所

得的置信区间长度与采用定数截尾数据回归分析

所得结果相比 ,平均可以缩短 20 %～40 % ,有效

提高了定时截尾数据的回归分析精度.

表 2　μ( Ti)置信区间估计的对比结果 (2γ- 1 = 019)

Table 2　Comparison results of conf idence intervals ofμ( Ti) (2γ- 1 = 019)

μ( Ti ) 真值
本文方法 定数截尾数据回归分析方法

置信区间 区间长度 d1 置信区间 区间长度 d2

区间长度相对差值
d2 - d1

d2
×100 %

μ( T1 ) 71493 [71027 9 ,81386 6 ] 11358 7 [71099 8 ,91202 0 ] 21102 2 35137

μ( T2 ) 61529 [61334 6 ,71205 5 ] 01870 9 [61278 4 ,71526 8 ] 11248 4 30124

μ( T3 ) 51666 [51549 0 ,61312 5 ] 01763 5 [51290 7 ,61278 7 ] 01988 0 22172

μ( T4 ) 41888 [41657 4 ,51692 1 ] 11034 7 [41061 3 ,51494 2 ] 11432 9 27179

512　工程算例

表 3给出某产品在 4个不同温度水平下的定

时截尾寿命试验数据[7 ] ,它们服从形状参数为 m、

特征寿命为η( T)的 Weibull分布 ,大量工程经验

表明η( T)与绝对温度 T有如下关系 :

lnη( T) = a + b/ T
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表 3　定时截尾寿命试验数据

Table 3　Type2Ⅰcensored life test data

序号
i

T1 = 358 K

寿命/ h

T2 = 398 K

寿命/ h

T3 = 423 K

寿命/ h

T4 = 448 K

寿命/ h

1 465 150 41 2

2 776 167 44 3

3 1 546 179 48 7

4 2 490 192 51 7

5 3 000 250 58 8

6 4 241 251 69 10

7 5 415 270 80 12

8 6 107 305 83 13

9 7 273 329 101 14

10 > 19 930 341 105 16

11 > 19 930 372 112 18

12 > 19 930 391 129 21

13 > 19 930 560 159 31

14 > 19 930 630 161 34

15 > 19 930 702 176 35

16 > 19 930 707 184 40

17 > 19 930 754 185 42

18 > 19 930 823 190 43

19 > 19 930 835 195 48

20 > 19 930 > 1 097 > 245 50

21 > 19 930 > 1 097 > 245 56

22 > 19 930 > 1 097 > 245 75

23 > 19 930 > 1 097 > 245 > 90

24 > 19 930 > 1 097 > 245 > 90

25 > 19 930 > 1 097 > 245 > 90

　　将表 3中寿命试验数据进行对数变换 ,则变

换后数据服从位置参数为μ( T) = lnη( T) 、尺度

参数为σ= 1/ m 的极值分布.采用本文第 1 节方

法对其进行回归分析 ,得到参数 a , b和σ的最佳

无偏整体估计分别为

â = - 22 . 215 7 , 　b̂ = 11 593 , 　σ̂= 01854 3 .

其协方差矩阵为

Cov

â

b̂

σ̂

=

11970 0 - 8101563 8 - 01033 5

- 8101563 8 335 261 141043 1

- 01033 5 141043 1 01008 1

因此有

η̂( T) = exp ( - 22 . 215 7 + 11 593/ T)

m̂ = 1/σ̂= 1 . 170 5

温度 T下位置参数μ( T)和尺度参数σ置信

度为γ的置信上、下限分别为

μup ( x) = - 22 . 215 7 + 11 593/ T +
01854 3 uγ

1 - 01011 1 u2
γ
·

uγ( - 0 . 045 8 + 19 . 240 4/ T) + ω

μlow ( x) = - 22 . 215 7 + 11 593/ T +
01854 3 uγ

1 - 01011 1 u2
γ
·

uγ( - 0 . 045 8 + 19 . 240 4/ T) - ω

σup =
01854 3

1 - uγ 01011 1

σlow =
01854 3

1 + uγ 01011 1

其中

ω= u2
γ( - 0 . 045 8 + 19 . 240 4/ T) 2 +

(1 - 01011 1 u2
γ) (2 . 699 1 - 2 221/ T + 459 343/ T2 )

温度 T下置信度为γ、概率为 P的对数寿命

y P 的点估计及置信上限、下限分别为

ŷ P = - 22 . 215 7 + 11 593/ T + 01854 3 ln ln
1

1 - P

y Pup = - 22 . 215 7 + 11 593/ T +
01854 3

1 - 01011 1 u2
γ
·

lnln
1

1 - P
+ u2
γ( - 0. 045 8 +

19. 2404
T

) + uγ ωP

y Plow = - 22. 2157 + 11593/ T +
018543

1 - 010111 u2
γ
·

lnln
1

1 - P
+ u2
γ( - 0. 045 8 +

19. 2404
T

) - uγ ωP

式中

ωP =ω+ 01011 1 ln ln
1

1 - P

2

+

( - 0 . 091 6 + 38 . 480 8/ T) ln ln
1

1 - P

6　结　论

1) 提出一种定时截尾数据回归分析方法 ,该

方法可以充分利用截尾时刻的试验信息 ,并将各

个状态下的定时截尾数据作为一个整体进行统计

分析 ,全面开发利用各个状态下的试验信息 ,因此

具有信息量大、精度高的特点.

2) 详细讨论了工程中常见的极值分布定时
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截尾数据回归分析问题 ,给出回归系数和标准差

的最佳无偏整体估计 ,以及百分位值的点估计及

其置信限估计.

3) 建立适用于 Weibull 分布、正态分布以及

一般位置2尺度分布的定时截尾数据回归分析
方法.

4) 本文方法对个别状态下仅有一个失效数

据的情况也能很好地进行处理.
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