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基于位势函数的欠定盲源分离识别诊断方法
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摘　　　要 : 对观测器数目小于源信号数目的欠定盲源分离进行了研究 ,提出了一种基于位势函数的稀疏

信号欠定盲源分离方法 ,该方法从能量的观点出发 ,通过构造位势函数 ,将寻找混合信号在直线方向上的聚

类问题转化为寻找累积位势函数的局部极大值问题 ,从而准确的估计出源信号数目和混合矩阵 ,克服了通常

的基于 k2means聚类的混合矩阵估计法需预先给定源信号数目的缺点.利用仿真信号检验了该方法的有效

性.基于信号频域稀疏性假设 ,将该方法应用于欠定条件下的滚动轴承振动故障信号的盲分离 ,较好地分离

出了故障信号.
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Fault diagnosis based on underdetermined blind source

separation using potential energy f unction
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Naval Aeronautical Engineering Instit ute , Yantai 264001 , China)

Abstract : This paper st udied underdetermined blind source separation (UBSS) , i . e. t he

number of mixt ures is smaller t han t hat of sources. A blind sparse source separation algo2
rit hm based on potential energy f unction was proposed to estimate bot h mixing mat rix and

t he number of sources. In t he algorit hm , t he problem of finding mixt ure signalsπ linear clus2
tering was t ransformed to t hat of finding the accumulative potential energy f unctionπs local

maximum by const ructing potential energy f unction. The algorit hm avoided t he disadvantage

of k2means clustering algorit hm that t he number of sources in UBSS should be given in ad2
vance. The advantage of t he p roposed algorit hm was verified f rom simulation signals. Based

on t he assumption t hat t he signal was sparse in f requency domain , the algorit hm was applied

to underdetermined blind separation of rolling bearing vibration fault signals. The result s

show t he fault signals are separated effectively.
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　　近年来 ,盲源分离技术在机械故障诊断领域

的应用受到了广泛的重视 ,已经取得了许多优异

的成果[124 ] ,但是以往的研究基本上都是针对超定

盲分离而言 ,即要求观测器的个数多于或等于源

信号的个数 ,这在很大程度上制约了盲源分离的

实际应用.观测器个数少于源信号个数的欠定盲

分离问题 ,目前已成为国际上盲信号处理领域中

备受人们关注的具有挑战性的问题.传统的解决

超定盲分离问题的独立分量分析法不适用于欠定

盲分离.对于稀疏源信号 ,一些学者尝试利用信号
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在时域或变换域 (比如 Fourier 变换、小波变换

等)上的稀疏性进行欠定条件下的盲分离 ,截至目

前主要有两种算法 ,其一为 2003 年 Li , Cichocki

等人提出的 k2means聚类法[5 ] ,首先通过聚类分

析估计出混合矩阵 ,然后借助线性规划估计出源

信号.但该方法需要预先给定源信号数目 ,由于实

际源信号数目是未知的 ,往往导致盲分离的不精

确.其二为 2001 年 Bofill 提出的势函数法[6 ] ,该

方法虽然能够估计出源信号的数目 ,但只适用于

两路观测信号.

针对上述问题 ,本文从能量的观点出发 ,通过

构造位势函数 ,将寻找混合信号在方向上的聚类

问题转化为寻找累积位势函数的局部极大值问

题 ,从而估计出源信号数目和混合矩阵 ,然后利用

线性规划进行源信号的估计 ,该方法适用于两路

以上的观测信号.基于轴承振动源信号的频域稀

疏性 ,将该算法应用于欠定条件下的滚动轴承振

动信号的盲分离 ,成功地分离出了故障信号.

1　欠定盲源分离原理

所谓盲源分离 ( blind source separation) ,就

是在未知传输信道的情况下 ,从一系列观测器接

收到的信号中分离出输入信号的波形.其线性瞬

时混合模型为

x( t) = As ( t) + r ( t) (1)

其中 s ( t) = [ s1 ( t) , ⋯, sn ( t) ]T 为 n维源信号向

量 , x( t) = [ x1 ( t) , ⋯, x m ( t) ]T 为 m 维观测信号

向量 , r ( t)为噪声信号 , A = ( aij )为未知的 m ×n

混合矩阵 ,源信号矢量 s ( t)也是未知的.当 m < n

时 ,就成为欠定条件下的盲源分离.盲分离的目的

就是在相差一个尺度矩阵和排列矩阵的意义上使

得分离信号与源信号的波形保持一致.

稀疏的信号是指信号在大部分时刻都为零或

接近于零 ,在较少的时刻具有较大的值 ,这样当所

有源信号均为稀疏信号时 ,就表现为在大部分时

刻通常最多只有一个源信号取值占优[728 ] .对于采

样时刻 t ,不妨假设源信号 si ( t)取值占优 (其他源

信号幅值皆很小或为零) ,若忽略噪声的影响 ,这

时式 (1)可近似化为

x1 ( t)

…

x m ( t)

=

a1 i

…

ami

s i ( t) (2)

x1 ( t)
a1 i

= ⋯ =
x m ( t)

ami
= si ( t) (3)

从几何上来讲 ,式 (3)是一个直线方程 ,故源

信号 si ( t)所有取值占优的采样时刻将确定一条

直线 ,并且直线方向为混合矩阵 A的第 i 个列向

量 ( a1 i , ⋯, ami )
T ,每个源信号分别确定一条直线.

事实上 ,源信号很难保证足够的稀疏 ,再加上噪声

的影响 ,观测信号则在混合矩阵的各个列向量代

表的直线方向上形成聚类 ,例如图 1 为三个稀疏

源信号相互混合得到的两路观测信号散点图 ,三

个源信号确定了三条直线 ,因此可以通过直线聚

类估计出混合矩阵 A.

图 1　三个稀疏信号混合散点图

Fig. 1　Mixture of three sparse signals

在估计出混合矩阵 A后 ,可根据文献 [ 8 ]用

线性规划求解如下的优化问题 ,即可估计出稀疏

源信号.

min
s ( t) ∑

n

i

s i ( t) ,

s. t . 　As ( t) = x( t) , 　t = 1 , ⋯, T (4)

对于在时域中不具备稀疏性的信号 ,先将观

测信号进行稀疏变换 ( Fourier变换、小波变换等)

转换成稀疏信号 ,在变换域中进行盲分离 ,然后通

过逆变换实现源信号重构[6 ,9 ] .对于本文 ,如果是

在变换域中进行盲分离 , t解释为频域点 ,观测信号

解释为变换域中的采样点.相应的 ,公式 (1)转化成

x
～ ( w) = A s

～ ( w) + r
～ ( w) (5)

其中 w为频域点.

2　基于位势函数的欠定盲源分离

211　源信号数目及混合矩阵的估计

由上面的讨论可知 ,对于稀疏信号盲分离 ,求

解混合矩阵 A可归结为对 m 维空间中的观测信

号点进行直线方向聚类.为了消除各聚类在原点
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附近相互重叠的现象 ,首先对观测信号 x ( t)进行

单位化和对称化两步操作.

1) 单位化

x′( t) =
x( t)
‖x( t) ‖

(6)

2) 对称化

因为一条直线的方向可以由两个向量来刻

画 ,为了保证直线方向描述的唯一性 ,将单位化了

的“下半单位圆 (或者单位超球)”观测信号镜像到

“上半单位圆 (单位超球)”.

记 x″( t)为 x ( t)经上述两步操作后对应的信

号 ,以图 1为例 ,所有数据点经过单位化和对称化

后位于如图 2所示的上半单位圆上 ,每条直线对

应着半单位圆上的某一点 ,从而求解混合矩阵 A

转化为在半单位圆上对 x″( t)进行聚类分析以估

计出各条直线的方向.典型的混合矩阵估计方法

k2means聚类法依赖于预先给定源信号数目 ,由

于源信号数目是未知的 ,即所需要聚类的直线数

目是未知的 ,采用 k2means法进行聚类时缺乏指

导性 ,往往估计不出精确的混合矩阵.为此 ,本文

从能量的观点出发 ,通过建立位势函数来进行源

信号数目以及混合矩阵的估计.

图 2　单位化和对称化后的观测信号

Fig. 2　Observed signals normalized

设想每个信号点具有某种形式的相同的能

量 ,该点处的能量最大 ,随着与该点距离的增大 ,

其周围空间中的能量分布逐渐减小.信号点 x″( t)

及其周围的位能分布可以用一个位势函数

U [ x , x″( t) ]表示 ,其中 x代表空间上的任意一点.

它满足以下三个条件 :

1) U [ x , x″( t) ] = U [ x″( t) , x] .

2) U [ x , x″( t) ]是连续光滑函数.

3) U [ x , x″( t) ]是 x与 x″( t)之间距离的单值

单调函数.当且仅当 x = x″( t)时 ,U [ x , x″( t) ]达到

最大值 ,当 x与 x″( t) 之间距离趋于无穷大时 ,

U [ x , x″( t) ]趋于零.

所有信号点 x″( t)的位势函数在空间任一点

x处之和称为累积位势函数 ,表示为 U ( x) ,即

U ( x) = ∑
T

t = 1
U [ x , x″( t) ] (7)

可以看出 ,累积位势函数反映了空间中信号

点密集的程度 ,使累积位势函数取局部极大值的

点附近的信号点比较密集 ,可认为每个局部极大

值点表征了某一聚类直线的方向.因此局部极大

值点的个数就可估计为源信号的个数 ,而每个局

部极大值点对应着混合矩阵的某一列向量.不妨

记累积位势函数的局部极大值点为 y ( i) =

[ y1 ( i) , ⋯, y m ( i) ]T , i = 1 ,2 , ⋯, k ,其中 k为局部

极大值点的个数.将 y( i) 单位化 ,则混合矩阵的

某一列为

αi =
y1 ( i)

‖y1 ( i) ‖
,

y2 ( i)

‖y2 ( i) ‖
, ⋯ ,

y m ( i)

‖y m ( i) ‖

i = 1 ,2 , ⋯, k　　　 (8)

选取如下的函数作为位势函数 :

U [ x , x″( t) ] = exp ( - λ‖x - x″( t)‖2 ) (9)

其中参数λ> 0用来控制位势函数衰减的速度 ,λ的

取值比较关键 ,若λ太小 ,则位势函数衰减过慢 ,容

易造成估计的源信号数目偏少 ;相反 ,若λ太大 ,则

位势函数衰减过快 ,容易造成估计的源信号数目偏

多.由于 x″( t)分布于单位圆 (单位超球)上 ,故容易

控制λ的取值 ,从实际仿真实验效果来看 ,当

λ∈[015 ,2 ]时 ,通常能准确的估计出源信号数目.

212　源信号的估计

由上一节估计得到混合矩阵 ,下面利用线性

规划求解公式 (8)以估计源信号作如下变换 :

s +
i ( t) =

si ( t) , si ( t) > 0

0 , si ( t) ≤0

s -
i ( t) =

- si ( t) , si ( t) < 0

0 , si ( t) ≥0

显然 s+
i ( t) ,s -

i ( t)非负 ,si ( t) = s+
i ( t) - s -

i ( t) ,

| si ( t) | = s +
i ( t) + s -

i ( t) .故以上优化问题等价于

求解如下线性规划问题 :

min
s+ ( t) , s - ( t)
∑

i

[ s+
i ( t) + s-

i ( t) ]

s. t . ( A , - A)
s+ ( t)

s - ( t)
= x( t) , t = 1 , ⋯, T

(10)
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3　算法仿真分析

为了检验本文提出的基于位势函数的欠定盲

分离算法的有效性 ,进行了如下的仿真 ,取 m = 2 ,

n = 3 ,即两个传感器、三个源信号的盲分离.我们

采用分离信号 (估计的源信号)与源信号之间的相

关系数作为分离效果的检验指标 ,由概率统计可

知 ,如果分离效果良好 ,则分离信号与对应的源信

号之间的相数应该接近“1”或者“ - 1”;如果分离

效果很差 ,则它们之间的相关系数接近于“0”.

设三个源信号分别为

s1 ( t) = 215sin (20πt) + 112sin (25πt) +

018sin (40πt) + 015sin (50πt) + r( t)

s2 ( t) = 112sin (35πt) + 212sin (60πt) +

310sin (65πt) + 315sin (70πt) + r( t)

s3 ( t) = 118sin (25πt) + 214sin (30πt) +

015sin (35πt) + 114sin (45πt) + r( t)

其中 r( t)为 20 dB的高斯白噪声.

随机选取混合矩阵为

A =
01645 2 01542 3 - 01151 2

01553 0 01243 0 　01476 5

显然上述的三个源信号在时域上是不稀疏

的 ,但每个源信号都是由几个特定频率的正弦信

号叠加而成 ,在其频域中只有这几个少数的特定

频率点处取较大值 ,因此这三个源信号在频域中

具备良好的稀疏性. 首先对两个观测信号进行

Fourier变换 ,在变换域 (频域)中进行盲分离得到

变换域中的源信号 ,然后通过逆 Fourier 变换重

构源信号.

按照 211节的方法对变换后的信号进行单位

化和对称化操作 ,然后根据公式 (7)和 (9)求得累

积位势函数存在三个局部极大值点 ,分别为 y1 =

01759 1 ,01636 8 T , y2 = 01906 0 ,01423 2 T ,

y3 = - 01322 5 ,01946 6 T .

因此估计出源信号的数目为三个 ,并由公式

(8)得到混合矩阵 A的估计Â为

Â =
01759 1 01906 0 - 01322 5

01636 8 01423 2 　01946 6

根据估计的混合矩阵 Â ,按照 212 节的线性

规划方法得到重构的分离信号 (估计源信号)如图

3所示.源信号与分离信号的相关系数见表 1.由

图 3和表 1可以看出分离效果良好.

图 3　源信号与相应的分离信号时域图

Fig. 3　Time2domain curve of source signals and separated signals
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表 1　源信号与分离信号的相关系数

Table 1　Correlation coeff icient between source signals

and separated signals

源信号
分离信号

ŝ1 ŝ2 ŝ3

s1 01966 9 01007 2 01008 4

s2 01075 4 01971 2 - 01082 1

s3 01062 4 01103 7 01955 4

4　滚动轴承振动故障信号的欠定盲
分离

　　针对单轴转子实验台内外圈均有故障的轴承

信号进行分离.实验中选用型号为6200的轴承 ,轴

转速为 1 320 r/ min ,可计算出轴承内圈转频为

22 Hz ,所有滚动体 (或保持架)通过内圈上一点的

频率为10812 Hz ,所有滚动体 (或保持架)通过外

圈上一点的频率 6716 Hz ,保持架旋转频率为

814 Hz.故障是在轴承内圈和外圈通过线切割实

现的.两个振动传感器分别位于轴承垂直方向的

不同位置 ,采样频率都为 2 500 Hz.

由于机械结构的振动信号通过结构传递而产

生延迟 ,机械系统的瞬态特征不会保持不变.但

是 ,当考虑一个刚度很大、位移很小的结构时 ,其

振动的传递延迟可以忽略不计 ,一个瞬态模型是

可以保持的[1 ] .为此 ,我们认为轴承振动信号是满

足线性瞬时混合模型的.另外 ,检测的轴承振动信

号由多个振动源信号混叠在一起 ,每个振动源信

号在时域上是不满足稀疏性定义的 ,但每个振动

源的频率成分只有少数几个特征频率占主导 ,比

如轴承转频激发的振动可以看作是一个振动源 ,

它主要含有转频及其若干倍频等频率成分 ,因此

可认为每个振动源在其频域上是稀疏的.

图 4　第一个传感器采集信号的频谱图

Fig. 4　Spect rum of signal by the first sensor

两个传感器采集的振动信号频谱如图 4和图

5所示 ,可以看出采集信号的几个故障特征频率

在每一个频谱图上混叠 ,难以确定哪些故障存在.

在未知故障情况下就难以准确地诊断故障.

图 5　第二个传感器采集信号的频谱图

Fig. 5　Spect rum of signal by the second sensor

对两路采集信号进行 Fourier 变换 ,采用本

文提出的方法在变换域 (频域)中进行盲分离 ,图

6、图 7、图 8 分别为分离出的三个源信号的频

谱图.
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　　从图 6中可以很明显地看出 22 Hz的内圈转

频及其二次和三次等高次谐波分量 ;从图 7 中能

看出 65 Hz和 136 Hz的频率成分 ,这与滚动轴承

外圈故障特征频率 (6716 Hz) 及二次谐波

(13512 Hz)接近 ,由此可认为外圈故障被有效的

分离出来.从图 8中能看出 106 Hz和 213 Hz的频

率成分 ,这与滚动轴承内圈故障特征频率

(10812 Hz)及二次谐波 (21614 Hz)接近 ,其他频

率幅值成分较小 ,由此可认为内圈故障被分离出

来.经上述分析得出 ,本文提出的算法在欠定条件

下 (传感器个数小于振动源个数)能较好的分离出

滚动轴承的故障特征.

5　结　论

本文提出了一种基于位势函数的稀疏信号欠

定盲源分离方法 ,通过构造位势函数 ,将寻找混合

信号在方向上的聚类中心问题转化为寻找累积位

势函数的局部极大值问题 ,从而准确的估计出源

信号数目和混合矩阵 ,克服了通常的基于 k2means

聚类的混合矩阵估计法需预先给定源信号数目的

缺点.同时也克服了 Bofill 提出的势函数法只适

用于两路观测信号的缺点 ,本方法适用两路以上

的观测信号.基于轴承振动源信号的频域稀疏性

假设 ,应用该方法对欠定条件下 (传感器个数小于

振动源个数)的滚动轴承振动信号进行了频域上

的盲分离 ,仅用两个传感器就较好地分离出了故

障信号.
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