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摘 � � � 要: 基于线性过程回归分析理论, 建立了高温合金应力松弛过程回归分析方法, 给出了松弛过程的

回归方程和高置信水平、高可靠度的单侧置信下限曲线.高温合金松弛过程回归分析方法可以将应力松弛过

程作为一个整体进行回归分析,充分利用了不同时刻剩余应力试验数据间的纵向信息, 具有信息量大、精度

高的特点.而且当试样数量较少时, 传统方法得到的剩余应力置信下限曲线可能会发生畸变, 而该方法则可

以避免这一现象的发生.工程应用表明, 在试样数相同的情况下,该方法比传统方法具有更高的精度,而在精

度相同的情况下,则可减少大量试样.
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Abstract: Based on the linear process r eg ression analy sis theory, a regression analysis

method for superalloy st ress relaxat ion pr ocess w as put fo rw ar d. T hen the r esidual st ress

reg ression equat ion and one�sided low er conf idence lim it curve w ith high confidence level and
reliability w ere given. By this method, the str ess relax at ion pr ocess can be analy zed as an

integrat ion and the lengthw ise informat ion of the residual st resses at dif ferent test t imes is

applied, therefore the presented method not only has higher precision but also provides rea�
sonable est imates for small sample sizes. Furthermore, the pr opo sed method can avoid dis�
tor tion of the relax at ion curve in the tradit ional method especially w hen the sample size is

very small.

Key words: superalloy; st ress relax at ion; creep; process regression analy sis;

small sample; reliability

� � 高温合金由于具有优良的高温性能,广泛应

用于航空发动机的热端部件. 而应力松弛是紧固

件、弹性件等热端部件的主要失效形式之一, 松弛

性能是其设计和使用的基础和前提
[ 1�4]

;并且是否

考虑应力松弛作用, 将会导致热端部件的寿命预

测结果产生几倍甚至上百倍的差别 [ 5] .因此, 应力

松弛性能是影响发动机寿命和安全运行的重要因

素.另一方面, 应力松弛和蠕变都是材料在高温状

态下随时间发生的非弹性变形的积累过程,是一

个问题的两种不同表现形式, 因此,也可以通过松

弛试验来研究长期的蠕变问题[ 6�8] . 可见, 高温合

金应力松弛研究具有重要的理论意义和工程



航 � 空 � 动 � 力 � 学 � 报 第 25 卷

价值.

本文通过对大量高温合金应力松弛试验数据

的分析和研究, 建立了高温合金松弛过程回归分

析方法,并给出了高置信水平、高可靠度的单侧置

信下限曲线.该方法可以将应力松弛过程作为一

个整体进行统计分析, 充分开发了不同时刻的剩

余应力试验数据间的纵向信息, 具有信息量大的

特点,在精度相同的情况下可以节省大量试样,而

在试验量相同的情况下可显著提高估计的精度.

1 � 高温合金松弛过程基本模型

� � 高温应力松弛过程可分为两个阶段:第一阶

段, 在试验开始后的较短时间内, 应力急剧下降;

第二阶段,应力下降趋于缓慢,这一阶段持续时间

较长.由于第一阶段时间较短,发动机热端部件所

要求的寿命一般都设定在后一阶段,因此,工程中

主要研究应力松弛第二阶段.

1. 1 � 对数剩余应力均值的数学模型

� � 基于全应变理论的 Hook�N orton 模型以应

力松弛的第二阶段为研究对象,有着广泛的应用,

是一种经典的松弛模型. 根据 Hook�Nor ton 模

型,经过一定时间之后,剩余应力 �r 与松弛时间 t

的关系可表示为 [ 1�2]

�r = A t
- �

(1)

其中 A , �均为常数.

另一种较为常见的应力松弛第二阶段的经验

模型为[ 3, 9�10]

�r = A e
- �t

(2)

即认为剩余应力随松弛时间按指数规律减小.

对式( 1)取对数得

ln�r = ln A - �ln t (3)

令

y = ln�r

x = ln t

a = ln A

b = - �

(4)

则有

y = a + bx (5)

� � 对式( 2)取对数,并令

y = ln�r

x = t

a = ln A

b = - �

(6)

则同样可得到式( 5) .

可见,式( 1)和式( 2)分别在双对数坐标和半

对数坐标中呈线性.

1. 2 � 对数剩余应力方差的数学模型

� � 通过对高温合金应力松弛试验数据的分析研

究发现,在应力松弛的第二阶段,对数剩余应力的

分散性一般随松弛时间的增加而增大. 由于剩余

应力在双对数坐标或半对数坐标中一般为直线,

因此,对数剩余应力的方差具有二次函数的形式.

证明: 设有 m 条样本函数, 每条样本函数都

可用直线式( 5)近似描述,即对第 i条样本函数有

y i ( x ) = ai + bix , � i = 1, 2, !, m (7)

则在 x 时刻的样本方差为

s
2
( x ) =

1
m- 1∀

m

i = 1
[ y i ( x ) - y

-
( x ) ]

2
(8)

由于

y
-
( x ) =

1
m ∀

m

i= 1
y i ( x ) = a

-
+ b

-

x (9)

所以

s
2
( x ) =

1
m - 1∀

m

i= 1
[ a i - a

-
+ ( bi - b

-

) x ]
2
=

1
m - 1∀

m

i= 1
( a i - a

-
)
2
+

2
m - 1 ∀

m

i= 1

( ai - a
-
) ( bi - b

-

) x +

1
m- 1 ∀

m

i= 1

( bi - b
-

)
2
x
2

(10)

式中

a
-
=

1
m ∀

m

i = 1
a i (11)

b
-

=
1
m ∀

m

i= 1
bi (12)

可见,该随机过程的方差可用二次函数描述.

因此,松弛过程对数剩余应力的方差可以表

示为

�
2
( x ) = d0 + d1 x + d2 x

2
(13)

式中 d0 , d1 , d2均为待定参数.

由此可知,无论用式( 1)还是用式( 2)描述应

力松弛过程,对数剩余应力的均值和方差都可用

式( 5)和式( 13)表示.

1. 3 � 应力松弛过程回归模型

� � 对数剩余应力一般服从正态分布, 而且通过

大量高温合金应力松弛试验数据的分析研究发

现,同一试样不同时刻的剩余应力具有较强的相

关性,但其对数增量相互独立.因此,高温合金应

1990
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力松弛过程属于文献[ 11]提出的线性过程.

根据文献[ 11]及式( 5)、式( 13) , 高温合金应

力松弛过程可表示为

y = a + bx +  ( x ) (14)

 ( x ) ~ N (0, d0 + d1x + d2x
2
) (15)

其中 a, b, d0 , d1 , d2 均为待定参数,且 d0 # 0,

d2 # 0 .

2 � 高温合金松弛过程回归分析方法

� � 根据文献[ 11] , 为了便于工程应用,高温合金

应力松弛过程式可写成如下形式:

y = a + bx +  ( x ) (16)

 ( x ) ~ N ( 0, �
2
1 + !�

2
) (17)

式中

!�
2
= ( x - x 1) I

x + x 1
2

�
2
0 (18)

I ( x ) = 1 + ∀( x - x
-
) (19)

其中 a, b, �1 # 0, ∀# 0, �0 # 0均为待定参数,

x
- 和 x 1为常数.

设共有 m 个高温合金试样进行应力松弛试

验,在 t1 < t2 < !< t n时刻测得第 i个试样的剩

余应力分别为 �ri ( t1) , �ri ( t 2) , ! , �ri ( tn) , i = 1,

2, !, m, 则通过式( 4)或式( 6) , 可将其变换为双

对数坐标或半对数坐标中的一组数据 ( x j , y ij ) ,

i = 1, 2, !, m, j= 1, 2, !, n . 根据文献[ 11]建立

的线性过程回归分析方法, 可以求得 a, b, �
2
0 , �

2
1

和 ∀的估计量分别为

â = y
-
1 - b̂x 1 (20)

b̂ =
l xy

l xx
(21)

�̂
2
0 =

1
#

l yy -
l
2
xy

l xx
(22)

�̂
2
1 =

1
m- 1 ∀

m

i= 1
( y i1 - y

-
1)

2
(23)

E(∀) = 2
lxy
l xx

l xy∀-
l
2
xy

l
2
xx

l xx ∀- lyy∀+

n
*

+ #- m(n - 1)
#

l yy -
l
2
xy

l xx
= 0 (24)

式中#为 �̂20的自由度,当∀∃ 0时, #= m(n- 1) -

2, 当 ∀= 0时, #= m(n - 1) - 1, 并且

x
-
=

1
n ∀

n

j = 1
x j (25)

x
-

j =
x j + x j- 1

2
(26)

!x j = x j - x j- 1 (27)

!y ij = y ij - yi( j- 1) (28)

�y 1 =
1
m ∀

m

i= 1
y i1 (29)

!y j =
1
m ∀

m

i= 1

!y ij (30)

!2y j =
1
m ∀

m

i = 1
( !y ij )

2
(31)

n
*

= m ∀
n

j = 2

1
I ( x

-
j )

(32)

lxx = m ∀
n

j = 2

!x j

I ( x
-

j )
(33)

l yy = m ∀
n

j = 2

!
2
y j

!x j I ( x
-

j )
(34)

lxy = m ∀
n

j = 2

!y j

I ( x
-

j )
(35)

l xx∀ = m ∀
n

j = 2

!x j

I
2
( x

-
j )

(36)

l yy∀ = m ∀
n

j = 2

!2y j

!x j I
2
( x

-
j )

(37)

l xy∀ = m ∀
n

j = 2

!y j

I
2
( x

-
j )

(38)

� � 求解时首先可由式( 23)求得 �̂
2
1 , 由式( 24)求

得 ∀, 然后再由式( 20) ~ 式( 22)得到估计值 â, b̂

和 �̂20 . 式( 24)需迭代求解, 由于 E (∀) 具有如下性

质,设 ∀0 为 ∀的预估值, 则当 ∀0 < ∀时, E( ∀0) >

0, 当 ∀0 > ∀时, E( ∀0) < 0, 且

0 % ∀% 1

x
-
- x 1

(39)

所以,可以方便地由二分法求得 ∀.

于是,回归方程可由下式给出

ŷ = â + b̂x (40)

方差的估计量为

�̂
2
( x ) = �̂

2
1 + !�̂

2
(41)

!�̂
2
= ( x - x 1) I

x + x 1
2

�̂
2
0 (42)

线性相关系数为

r =
l xy

l xx ( l yy - l&yy )
(43)

式中

l&yy = m ∀
n

j= 2

!
2
y j - !y

2
j

!x j I ( x
-

j )
(44)

1991
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3 � 高温合金松弛过程的置信限曲线

� � 根据文献[ 11]可知,高温合金应力松弛过程

可靠度为 R 的对数剩余应力曲线由下式给出

ŷ R ( x ) = â + b̂x - uR c 1 x
2
+ c2x + c3 (45)

式中

c1 =
1
2
∀�̂20∃2(#) (46)

c2 = (1 - ∀x
-
) �̂

2
0∃

2
(#) (47)

c3 = �̂
2
1 ∃

2
(m - 1) - x 1 I( x 1 / 2) �̂

2
0∃

2
(#)

(48)

∃(#) =
#
2

% #
2

%
#+ 1
2

(49)

其中 %( ∋) 为 % 函数, 当 ## 5 时, ∃(#) (

2#+ 1
2#

.

高温合金应力松弛过程置信水平为 &、可靠

度为 R 的对数剩余应力单侧置信下限曲线由下

式给出[ 11]

y Plow ( x ) = â + b̂x - k R ( x ) ∋�̂( x ) (50)

式中

k R ( x ) =
uR + u&

1
m

* 1 -
u
2
&

w
+

u
2
R

w

1-
u
2
&

w

(51)

1
m
* = max 1

m
, (x - x1) I

- 1 x + x1
2

l
- 1
xx

(52)

1
w

= ∋2- 1 (53)

∋=
�̂21 ∃2( m- 1) + !�̂2 ∃2(#)

�̂
2
1 + !�̂

2
(54)

� � 由于 k
2
R ( x )∋

2
�̂
2
( x ) 可以很好地用二次函数

c&1x 2 + c&2 x + c&3拟合, 其中的系数亦可直接采用

EXCEL 中的多项式拟合得到.因此,式( 50)可近

似表示为

yPlow ( x ) = â+ b̂x - c&1x 2 + c&2x + c&3

(55)

� � 同样,文献[ 11]式( 50)中的 k 2
1- P ( x ) ∋2 �̂2( x )

也可以很好地用二次函数近似.

此外,高温合金应力松弛过程可靠寿命和可

靠度的点估计和置信限曲线可根据文献[ 11]方法

求得.

4 � 应用实例

� � GH145合金是具有良好高温性能的镍基合

金,主要用于航空发动机的热端部件,表 1给出了

GH145合金的一组应力松弛数据 [ 12] .

表 1� GH145 合金应力松弛试验数据

Table 1 � Residual stress data for superalloy GH145

时间

t/ h

剩余应力 �r / MPa

1 2 3 4 5

8 294 296 293 300 296

24 293 294 290 298 294

56 289 291 290 296 292

120 289 290 289 296 291

240 288 289 289 296 291

500 288 287 288 296 290

1000 287 288 288 296 289

2000 287 285 288 296 289

3000 287 283 287 295 288

5000 286 283 285 296 287

10000 285 278 284 295 286

采用本文方法对表 1中数据进行处理,可以

得到 GH145 合金应力松弛过程在双对数坐标中

的回归方程为

ŷ = 5. 700 4- 0. 0052x

于是, GH 145 合金的松弛曲线为

�̂r( t) = 298. 980 7t
- 0. 005 2

� � 根据式( 41)和式( 42) , GH145 合金对数剩余

应力方差的估计量为

�̂2( t ) = 6. 0342 + 0. 283 7 ln t+ 0. 1331 ln2 t

� � 根据式( 50)和式( 55) , GH145合金置信水平
为 90%、可靠度为 99%的对数剩余应力单侧置信

下限曲线可以近似表示为

y P low ( t) = 5. 7004 - 0. 0052 ln t - ( 1. 9759 )

10- 5 ln2 t - 5. 7226 ) 10- 5 ln t + 1. 904 4 ) 10- 3
)

1
2

如图 1所示.同时,采用传统方法对表 1中数据进

行处理, 可以得到各个试验时刻 GH145 合金对

数剩余应力置信水平为 90%、可靠度为 99%单侧

置信下限值,亦在图 1中给出.

从图 1看出,除第一个测试点外,传统方法得

到的单侧置信下限要小于本文方法计算结果, 而

且在 3 000 h 时传统方法得到的置信下限发生了

1992
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图 1 � GH 145 合金剩余应力随时间变化的

单侧置信下限

F ig . 1 � One�sided lower confidence lim its for residual

st ress o f superallo y GH 145

畸变.这是因为试样很少,传统方法的单侧容限系

数 | k R | 较大, 而且随着试验时间的增加,剩余应

力逐渐减小,分散性逐渐增大,使得传统方法的单

侧置信下限急剧下降. 而本文方法由于充分利用

了不同时刻应力松弛试验数据间的纵向信息, 从

而能够得到比较小的 | k R | 值,具有更高的精度.

5 � 结 � 论

� � 1) 建立了高温合金应力松弛过程回归分析
方法,该方法可以将所有测试时刻的剩余应力试

验数据作为一个整体进行统计推断, 充分利用了

不同时刻剩余应力间的纵向信息, 具有信息量大、

精度高的特点.

2) 本文方法由于充分考虑了不同时刻剩余

应力间的相关性, 以及对数剩余应力方差的变化

情况,因此,可以对高温合金的应力松弛过程进行

很好的描述.

3) 建立了高温合金松弛过程的回归方程,给

出了其高置信水平、高可靠度的单侧置信下限曲

线,可以满足工程可靠性评估需求.

4) 本文方法能够有效避免传统方法因试样

少而经常发生的剩余应力置信下限曲线畸变的

情况.

5) 本文方法在精度相同的情况下,可以比传

统方法减少大量试验工作量.

6) 本文方法适用于各个样本函数的测试时

间均相同的情况, 对于不完全相同的情况可按文

献[ 11]方法处理.
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