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摘 � � � 要: 准确计算时变啮合刚度是齿轮系统动力学研究的基础. 针对航空高速重载螺旋锥齿轮, 基于轮

齿接触分析( TCA)和轮齿加载接触分析( LT CA )通过计算瞬时接触点的轮齿变形柔度建立了时变啮合刚度

数值模型;将齿轮时变啮合刚度在一个啮合周期内视为逐段线性, 基于 Floquet 理论推导了含时变刚度参数

振动系统的状态转换矩阵解析式; 通过修正小轮机床调整参数设计三种接触情况, 分析了算例齿轮在相同载

荷工况下的接触轨迹、传动误差、重合度和时变啮合刚度; 采用二自由度齿轮系统动力学模型考察工作转速

范围内的周期运动不稳定区间, 分析了时变啮合刚度对螺旋锥齿轮系统参数振动稳定性的影响.
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Abstract: T heo ret ical study of the t ime�vary ing mesh st if fness is crit ical to geared sy s�
tem dynam ics. For spiral bevel gears at high speed and heavy lo ad in aer o�engines, a numer�
ical solut ion w as applied to investig ate the compliance and st iffness for each instantaneous

contact , based on the stat ic def lections and directional fo rces obtained by T CA ( tooth con�
tact analy sis) and LTCA ( loaded too th contact analysis) . Analyt ical form fo r state tr ansi�
t ion matrix of parametrical excited system including periodically varying st if fness w as derived

f rom the assumpt ion that the t ime�vary ing mesh st iffness is piece�w ise linearity. By adjus�
t ing the pinion machine too l set t ing s, dif ferent contact pat ter ns, tr ansm ission err or, con�
tact rat io and mesh st if fness under the same lo ad condit ion for a pair of spiral bevel gears

w ere t reated. The Floquet theorem was applied, therefor e, a prog ram to calculate the mag�
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nitudes of the characterist ic mult ipliers w as used to investig ate the instability among the

w orking rotation speed inter val, based on a tw o�degr ee�o f�freedom dynamic system. T he in�
f luence of time�varying mesh st iffness on parametric vibrat ion stability of the spiral bevel

g eared sy stem w as investig ated.

Key words: spiral bevel gears; parametric vibrat ions; loaded tooth contact analysis;

t ime�varying mesh st if fness; F loquet theor em; stability

� � 螺旋锥齿轮是航空发动机、直升机减速器中
的重要部件. 在高速重载工况下,螺旋锥齿轮啮合

接触点位置和法向接触力方向不断变化, 参与啮

合的轮齿对数也发生变化, 使得啮合刚度具有时

变特性.因此,航空螺旋锥齿轮振动可以归结为时

变啮合刚度引起的参数振动 [ 1]问题.

由于螺旋锥齿轮的几何复杂性, 将其时变啮

合刚度简化为方波或正弦波等是不合适的. Wang

和 Lim[ 2]将时变刚度考虑为均值和幅值的和, 其

中幅值部分由基频、相位描述; Mennem[ 3] 基于有

限元分析,计算不同载荷下的轮齿接触柔度获得

时变刚度; Vaishya 和 Singh
[ 4]
将啮合刚度在一个

啮合周期内视为逐段线性, 借助 Floquet 理论研

究了直齿轮扭振的动力稳定性; Lin 和 Par ker [ 5]

分析了重合度对行星传动系统不稳定区间的

影响.

本文针对高速重载航空螺旋锥齿轮, 在轮齿

接触分析 ( too th contact analy sis, 简称 TCA )和

轮齿加载接触分析( loaded tooth contact analy�
sis,简称 LT CA ) [ 6] 的基础上建立了一个啮合周

期内的时变刚度模型, 给出了含时变刚度的参数

振动系统状态转换矩阵解析式,基于二自由度齿

轮动力学模型
[ 7]
, 考察了相同工况下不同加工参

数齿轮的接触情况、时变啮合刚度和参数振动稳

定性,为航空螺旋锥齿轮的动力学设计提供参考.

1 � 时变啮合刚度建模

1. 1 � 轮齿接触信息的获取

� � 螺旋锥齿轮 T CA 和 LT CA 由美国格里森公

司于 1978年和 1981年提出, 用于求解齿轮副在

轻载和加载时的几何和力学参数.基于轻载和加

载情况下的接触点位置和法向载荷大小可以计算

每一瞬时的轮齿柔度, 从而在一个啮合周期上建

立时变啮合刚度模型.

如图 1, T CA 和 LT CA 接触点是在齿轮轴截

面二维坐标系S 1(O1 , X , Y) 下表示的. O1 为大轮

根锥母线中点, X 轴为大轮根锥母线, Y 轴过齿

面中点M 与X 轴垂直.设 M 和任一接触点m 到

大轮轴线的距离为 R M 和R m ,沿大轮轴线到轴交

点的距离为 L M 和L m. 则 m可写为

X m = Rm sin � + Lm cos � - RM sin �- L Mcos �

Ym = Rm cos � - ( L m+ Z f ) sin �

( 1)

式中 �为大轮节锥角, Z f 为大轮根锥顶点到轴交

点的距离, �, Z f , R M , L M 可由切齿计算
[ 8]
给出.

图 1� 接触点信息的坐标转换

F ig. 1� Coordinate transformation o f the contact points

刚度计算在三维坐标系 S 2(O2 , x , y , z ) 下进

行. O2为轴交点, x 轴为小轮轴线, y 轴与大轮轴

线垂直.则 m 可写为

x m = Rm cos�

y m = Rm sin�

z m = - L m

( 2)

式中 �为接触点瞬时的轮坯转角,可由 LT CA 计

算给出.联立式( 1)和式( 2) ,即可得出啮合轮齿在

三维坐标系下的接触信息.

1. 2 � 啮合刚度数值建模

� � 将一对轮齿间的啮合关系简化为线性弹簧,

其刚度为 k( t ) . 对某一接触瞬时,有标量式

F = k ! ( 3)
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式中 F为接触力, k为该点的瞬时啮合刚度,  为

接触力造成的变形.

如图 2,在 S2 (O2 , x , y , z ) 下, K 1 和 K 2 分别

是空载和加载接触点, 将其坐标和接触力记为矢

量 !1 , !2 和 F1 , F2 . 则有

 =
F2 - F1

| F2 - F1 |
! ( !2 - !1) ( 4)

k =
| F2 - F1 |

 
=

| F2 - F1 |
2

(F2 - F1) ( !2 - !1)

( 5)

� � T CA 和 LTCA 将一个啮合周期分为 10 个

子区间,由式( 5)求出一对轮齿在每个瞬时的啮合

刚度, 再考虑发生啮合的三对轮齿得到综合

刚度[ 9] .

图 2 � 整体三维坐标系下的啮合刚度

Fig. 2� T hree�dimensional representat ion of

mesh st iffness

2 � 时变刚度系统稳定性分析

� � 对以 T 为周期的时变动力学系统

d
!

( t) = A( t )d( t) + f ( t) ( 6)

式中 d( t) = [ x( t ) , �x ( t ) ] T
, f ( t ) = [ F( t ) , 0] T

,

x和 F表示位移和外力.

由 Floquet理论
[ 10]

, 系统在任意时刻 t 的解

可以写为状态转换矩阵 ∀ 的形式,即

d( t) = ∀( t, 0) d( 0) +∀
t

0
∀ ( t, #) f (#) d#

( 7)

� � 检查 ∀( T , 0)的特征值 ∃i ( F loquet乘子) , 若

有 Floquet乘子的模大于 1,则系统是不稳定的.

包含时变啮合刚度的螺旋锥齿轮自由振动系

统表示为

M#x + C( t )�x + K( t )x = 0 ( 8)

� � 将啮合周期 T 分为 10个子区间,则 ∀( T , 0)

可由每个子区间的状态转换矩阵合成,即

∀( T , 0) = ∀( T , t9 ) ∀( t9 , t8 ) ∃∀( t1 , 0)

( 9)

� � 认为每个子区间内的啮合刚度恒定[ 11]
. 则任

一个子区间的时段 ( t, 0) 内动力学方程为时不变

系统,系统在模态坐标下的解为

qj ( t ) = ej ( h jc j + kj s j ) (10)

式中%j , &d j和 &j 分别表示阻尼系数、有阻尼固有

频率和无阻尼固有频率, e j = e- %j &j t , cj = cos &d
j
t ,

s j = sin &d
j
t .

基于模态迭加法, 求出模态矩阵 U后, 利用

坐标变换 x= Uq,写出系统在实际坐标下的解

x( t) = %
N

j = 1
U

j
( hj c j + kj s j ) ej (11)

�x( t) = %
N

j = 1

U
j
(- h j &d

j
s j + kj &d

j
c j ) ej +

%
N

j = 1
U

j
( h j c j + k js j ) p j e j (12)

式中 p j = - %j &j .

t时刻的系统自由响应可由 ∀ ( t , 0)算得

[ x( t ) ,�x( t ) ] T = ∀( t , 0) [ x( 0) ,�x(0) ] T

(13)

� � 由式(11)到式(13)可得 ∀ ( t, 0) 的解析式

∀( t, 0) =
∀11 ∀12

∀21 ∀22

(14)

式中

∀11 = U[ e jc j ] B+ U[ ejs j ] PQB

∀12 = U[ ej s j ] PB

∀21 = U[- ej &d
j
s j ] B+ U[ p j e j c j ] B+

U[ ej &d j c j ] PQB + U[ p j e j s j ] PQB

∀22 = U[ ej &d
j
c j ] PB + U[ p j e j s j ] PB

其中 P= [ &d
j
]

- 1
, Q= [%j&j ] , B= U

T
M.

应用式( 14)分别求出每个子区间的状态转换

矩阵,再应用式( 9)求出 ∀ ( T , 0) ,通过 Floquet 乘

子分析螺旋锥齿轮系统的参数振动稳定性.

3 � 算例模型

� � 某型发动机中央传动螺旋锥齿轮参数如

表 1.

通过调整小轮加工参数获得三种不同的啮合

接触情况,对应的小轮凹面加工参数如表 2.
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表 1� 齿轮设计参数

Table 1� Pinion and gear design data

设计参数 小齿轮 大齿轮

齿数 35 47

轴交角/ (&) 90

中点螺旋角/ (&) 35 35

旋向 左旋 右旋

全齿高/ mm 7. 32 7. 32

模数/ mm 3. 875

齿面宽/ mm 21 21

节锥角 36&40∋ 53&20∋

表 2� 小轮凹面机床调整参数

Table 2� Machine tool settings for pinion concave

调整参数 方案 A 方案 B 方案 C

刀尖半径/ mm 102. 74 101. 98 101. 60

齿形角/ (&) 18 18 18

径向刀位/ mm 101. 51 100. 57 93. 96

角向刀位/ (&) 60. 46 60. 70 61. 01

垂直轮位/ mm 2. 00 - 0. 16 - 3. 21

轴向轮位/ mm 11. 35 9. 76 4. 94

床位/ mm - 6. 63 - 5. 70 - 2. 89

机床滚比 1. 83 1. 80 1. 68

分析小轮扭矩为 400N !m 时三种方案对应

的轮齿接触情况和时变啮合刚度.基于文献[ 7]的

二自由度齿轮动力学模型, 分析齿轮转速引起的

时变刚度周期 T 变化对系统动力稳定性的影响.

4 � 结果分析

4. 1 � 轮齿接触情况

� � 图 3所示为算例齿轮在小轮扭矩 400N ! m

时加载接触轨迹在大轮轴截面二维坐标系上的表

示.三种方案均为在齿面上呈较大倾斜的高重合

度设计
[ 12]

,方案 A 的接触路径和根锥垂线夹角约

77&,方案 B 和 C 约 76&. 偏小端部分的接触迹几

乎一致, 方案 C 距边缘最近; 偏大端部分的接触

迹略微分开, 方案 A 和 B 弯曲, 而方案 C 近似为

直线,距边缘也最近.三种方案在相同载荷和近似

接触迹走向下的工作重合度逐步变大.

图 3 � 不同加工参数对应的齿面加载接触轨迹

F ig . 3� Loaded contact path for different pinion sett ings

图 4上部所示为单齿几何传动误差, 下部为

承载传动误差.三种方案下的几何传动误差曲线

逐步变宽,幅值逐步变小,都呈基本对称的二阶抛

物线.承载传动误差波动幅值(最大最小值之差)

也逐步变小,方案 C 较方案 A降低了约 7% .

图 4� 不同加工参数对应的空载和加载传动误差

F ig . 4 � T ransmission er ror for different pinion sett ings

图 5所示为中间啮合齿对承担载荷百分比.

三种方案下的中间齿对承担载荷逐步变小, 即更

多的载荷被即将退出和即将进入啮合的齿对承

担.齿面赫兹接触应力也逐步变小, 为 1 579,

1 476, 1386M Pa,方案 C较方案 A 降低约 12% .

4. 2 � 时变啮合刚度

� � 图 6所示为小轮扭矩 400 N ! m 时, 三种方

案对应的算例齿轮综合啮合刚度曲线. 方案 A 啮

合刚度变化最为平稳, 均值也最小为 14 261

N/ mm;方案 B刚度变化最为剧烈,齿面中点附近

呈现较大阶跃,均值为 12903N/ mm;方案 C刚度

变化较为剧烈, 且出现两个波峰, 均值为 13 311
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图 5� 不同加工参数对应的中间齿对承担载荷百分比

Fig. 5� Load shar ing fo r different pinion setting s

图 6 � 不同加工参数对应的时变啮合刚度

Fig. 6� Mesh stiffness fo r different pinion settings

N/ mm.文献[ 3]中采用有限元分析算得螺旋锥齿

轮在约 340N ! m ( 3000 in ! lb)下的平均刚度为

12 540N/ mm,和本文数值较为接近.

4. 3 � 参数振动稳定性

� � 将三种方案的啮合刚度代入文献[ 7]的二自

由度模型. 图 7 所示为三种方案下模大于 1 的

Floquet乘子,即小轮扭矩 400N ! m,大轮工作转

速 10 192~ 16 744 r/ min范围内的参数振动不稳

定区间.

方案 A时算例齿轮有两组不稳定区间, 占整

个工作转速范围的 0. 6% ; 方案 B 和 C 时有四组

不稳定区间, 占整个工作转速范围的 2. 9% 和

2. 4%. 可以看出, 平稳且均值较大的时变啮合刚

度,将使螺旋锥齿轮获得较好的参数振动稳定性.

对于表 2 的机床调整参数, 方案 A 在小轮扭矩

400N ! m时具有最好的参数振动稳定性,发生不

稳定响应的大轮转速在 13 396 r/ min 和 15 093

r/ min附近.

图 7 � 不同加工参数对应的工作转速

� 范围内不稳定区间

F ig. 7� I nstability v ersus gear speed fo r

� differ ent pinion setting s

5 � 结 � 论

� � 1) 时变啮合刚度对螺旋锥齿轮参数振动稳

定性有明显影响.变化平稳且均值较大的时变啮

合刚度,将使螺旋锥齿轮获得较好的动力稳定性.

2) 一般来说, 提高工作重合度对改善螺旋锥

齿轮动态特性是有利的 [ 12] , 但时变啮合刚度变化

的平稳性与工作重合度并没有必然关系. 在相同

载荷和近似接触迹走向前提下,通过调整小轮加

工参数提高了算例齿轮工作重合度,但啮合刚度

并没有明显变化规律.

3) 较好的参数振动稳定性并不意味着振动

噪声水平小,算例齿轮在方案 A 时不稳定区间最

小,但传动误差波动幅值却最大,需要进一步研究

时变刚度和传动误差作用下的动力学响应.
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