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基于遗传算法的弧齿锥齿轮动态特性优化设计

赵 � 宁, 康士朋, 郭 � 辉, 熊剑波, 程 � 昌
(西北工业大学 机电学院, 西安 710072)

摘 � � � 要: 基于集中质量法建立了弧齿锥齿轮八自由度弯�轴�扭三维空间动力学模型,在模型中考虑了啮

合刚度的时变性、几何传动误差的非线性、齿面侧隙以及支承刚度的非线性. 采用 Runge�Kutta 法对传动系统

动态响应进行求解.在此基础上, 以啮合周期内动态特性指标 � � � 振动加速度均方根作为优化目标函数, 使

用遗传算法对局部综合法中的齿面控制参数进行优化. 在对设计参数进行优化的同时也获得了齿轮副最优

加工参数.最终以齿面修形的方式实现了航空弧齿锥齿轮动态特性优化,减小了齿轮传动系统的振动与噪声.
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Optimization design of spiral bevel gear�s dynamic characteristics

based on genetic algorithm

ZHAO N ing, KANG Shi�peng, GUO H ui,

XIONG Jian�bo, CHENG Chang

( School of M echanical Eng ineer ing,

Northw estern Poly technical U niv er sity, Xi�an 710072, China)

Abstract: The thr ee�dimensional eight�degree non�linear dynam ical model o f the spiral

bevel g ear w as established based on the lumped mass method. T ime�vary ing mesh stif fness,

non�linear g eometric t ransmission er ror, gear clearance and non�linear bearing st if fness w ere

consider ed in this model. The dynam ic response for the transm ission sy stem w as so lved by

using Runge�Kutta method. T hen, by taking meshing cycle r oot mean square vibrat ion ac�
celerat ion as an opt imizing object , GA ( genet ic algo rithm ) w as used to opt imize these tw o

local cont rol parameter s in the local synthesis, meanwhile opt imized machining parameters

of the gear pair w er e also obtained. By the w ay of too th surface modificat ion, the purpo se

of reducing gear�s vibr at ion and no ise w as realized.

Key words: spiral bevel g ear; dynamic characterist ic; optim izat ion design;

g enetic alg orithm; local contr ol parameters of g ear

� � 齿轮传动是机械设备中最常见的传动形式之
一,弧齿锥齿轮作为齿轮的一种,由于具有较高的

承载能力与平稳性以及对于安装误差的较低敏感

性,而被广泛应用于直升机、汽车等一些重要的传

动中.

随着科学技术的日益进步和机械传动的高速

发展,人们对弧齿锥齿轮传动的动态性能提出更

高的要求.因此,考虑齿轮传动实际工况的动态性

能最优化设计问题就逐渐突出起来, 这使得国内

外学者对其进行了深入的研究.
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传统的格里森技术是以局部共轭原理[ 1] 为基

础,由于其不能直接控制齿轮副在参考点处的齿

面二阶接触参数, L itvin提出了 局部综合法! [ 2]
,

随后又提出将齿面印痕设计为直线、将几何传动

误差曲线设计为二次抛物线的方法[ 3] ,以此来提

高齿轮副的啮合特性; Stadt feld[ 4] , WANG Peiyu

等
[ 5]
提出了以高阶传动误差曲线代替传统的二次

抛物线形传动曲线的方法以改进齿轮动态性能;

在国内魏冰阳等[ 6] 也提出了高阶传动误差设计,

并就高阶与二阶传动误差齿面啮合性能进行了对

比;杨宏斌、方宗德、邓效忠等
[ 7�8]
分别通过增加齿

高以及接触路径方向的倾斜两种方式来增加重合

度, 以此来提高齿轮副啮合传动的平稳性; 王小

椿、吴序堂
[ 9]
提出了三阶传动性能预控法,以参考

点的三阶接触参数来控制齿面整体啮合性能; 田

行斌等[ 10]基于局综合法,通过对可选加工参数的

优化设计,消除了齿轮副的三阶接触缺陷;吴训成

等
[ 11]
提出了基于功能需求的齿面主动设计方法,

对齿面一阶、二阶参数进行了设计; 曹雪梅等[ 12]

针对齿面印痕和传动误差提出了弧齿锥齿轮点啮

合齿面主动设计方法, 实现了对齿面啮合质量的

全程控制.

以上研究都是从齿面设计的角度出发, 通过

对齿面印痕和传动误差的设计来改善齿轮啮合性

能.静力学优化可以反映出工作载荷对齿轮啮合

性能的影响,但忽略了工作转速以及传动系统结

构对齿轮副的振动影响.

在弧齿锥齿轮动力学研究中, 高建平
[ 13]
给出

了准双曲面四自由度非线性振动方程; 王三民

等[ 14]对含间隙与时变啮合刚度的弧齿锥齿轮传

动系统非线性振动特性进行了研究;王立华、黄亚

宇、李润方等
[ 15]
建立了弧齿锥齿轮十二自由度动

力学模型,而后对简化后的八自由度模型进行了

动态响应求解.

本文以齿轮动力学的振动加速度均方根为目

标函数,以静力学的齿面控制参数为优化变量,构

成弧齿锥齿轮由加工设计到接触分析再到动力学

求解的闭式优化系统. 通过对齿面控制参数的优

化,得到了齿轮副较优的加工参数,最终为弧齿锥

齿轮的实体加工做出了指导.

1 � 动态特性优化设计的数学模型

1. 1 � 目标函数

� � 由于齿轮的振动噪声与齿轮振动加速度均方

根值成正比[ 16] ,因此取齿轮副在一个啮合周期内

沿啮合线法向的振动加速度均方根值作为动态性

能优化目标函数: minF(X ) = a
-

.

1. 2 � 振动加速度均方根求解

� � 如图 1所示, 建立弧齿锥齿轮传动系统动力

学模型.以主、从动轮轴线方向为 X , Y 轴方向,两

轴线的交点作为坐标原点,根据右手螺旋定则,建

立全局坐标系.

图 1� 弧齿锥齿轮动力学模型示意图

Fig . 1 � Sketch of spir al bevel g ear�s dynamic model

将分析模型简化为八自由度动力学模型, 其

包括:主、从动轮在三个坐标轴方向自由度以及扭

转方向自由度,即

[ X 1 � X 2 � Y 1 � Y 2 � Z1 � Z2 � �1 � �2 ] T

� � 本文规定,从动轮受到的法向力方向是法线

方向,法向力与法向位移方向一致.不考虑齿轮副

的制造误差与安装误差,两锥齿轮齿面啮合点间

因振动和几何传动误差而产生法向相对位移为

�n = ( X 1 - X 2 ) cX + (Y 1 - Y2 ) cY +

( Z1 - Z2 ) cZ + �1r b1 - �2 rb2 - en( t ) (1)

X 1 , Y 1 , Z1 � 主动轮在三个坐标方向的振动位移;

X 2 , Y 2 , Z2 � 从动轮在三个坐标方向的振动位移;

�1 , �2 � 主、从动轮在各自扭转方向的角位移;

cX , cY , cZ � 三个坐标方向向法向的投影系数;

rb1 , rb2 � 主、从动齿轮齿宽中点处回转半径;

en ( t ) � 傅里叶级数形式的齿轮副几何传动误差

函数;

e n( t ) = ∀
#

l
e
= 1

A l
e
cos( le  h t + !l

e
) (2)

le � 傅里叶级数展开的谐波数;

A l
e

� 几何传动误差的 l e 次谐波幅值;

!l
e

� 几何传动误差的 l e 次谐波相位;

 h � 齿轮副啮合频率;

 h = ∀n1N 1 / 30 (3)

n1 � 主动轮转速;

N 1 � 主动轮齿数.
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齿轮副的几何传动误差函数由轮齿接触分析

( TCA)获得, 啮合周期内任意时刻几何传动误差

函数值为

En( ti ) = #t cati ∃ r b2ti (4)

#tcat
i

� t i 啮合时刻从动轮滞后弧度数;

rb2t
i

� t i 啮合时刻从动轮回转半径.

通过多项式函数 P, 对整个啮合周期内不同

时刻几何传动误差函数值进行数据拟合,得到齿

轮副的几何传动误差函数,对其进行傅里叶变换

得到 en ( t) .

P ( x ) = p 1x
N
+ p 2x

N- 1
+ %+ p Nx + p N+ 1

(5)

p 1 , %, p N + 1 � 拟合函数各项系数;

N � 拟合函数最高次数, N 取值由拟合精度决定.

从动轮在啮合点处的动态法向力为

F d = K h( t ) f ( �n ) + Ch�
∃

n (6)

K h( t) � 傅里叶级数形式的齿轮副综合啮合刚度

函数;

f (�n) � 齿轮副间隙函数;

Ch � 啮合阻尼;

�
∃

n � 法向相对速度;

K h( t) = km + ∀
#

lk = 1

A l
k
cos( lk h t+ !l

k
) (7)

km � 啮合刚度平均值;

lk � 啮合刚度函数以傅里叶级数形式展开的谐

波数;

A l
k � 啮合刚度函数的 lk 次谐波幅值;

!l
k

� 啮合刚度函数的 lk 次谐波相位;

f ( �n ) =

�n - bm , � � �n > bm

0, � � � | �n | & bm

�n + bm , � � �n < bm

(8)

bm � 法向啮合间隙的一半.

时变轮齿综合啮合刚度由作用在轮齿上的静

态法向力与轮齿啮合时的总变形量求出,啮合周

期内任意时刻轮齿综合啮合刚度为

K h( ti ) =
T 1t

i

r b1t
i

∃∃∀ t
i

(9)

T 1t
i

� t i 啮合时刻主动轮受到的输入转矩;

rb1ti � t i 啮合时刻主动轮回转半径;

∃∀ t
i

� t i 啮合时刻一对轮齿啮合时总变形量;

∃∀ t
i
= ( #ltcat

i
- #tcat

i
) ∃ rb2t

i
(10)

#ltcat
i

� ti 啮合时刻轮齿承载接触分析(LT CA )下,

从动轮滞后角度.

� � 通过多项式函数 P,对整个啮合周期内不同时

刻轮齿综合啮合刚度进行数据拟合, 得到轮齿综合

啮合刚度函数,对其进行傅里叶变换得到K h( t) .

由于弧齿锥齿轮在啮合过程中,法向力的大

小、方向、作用点都不断变化. 在此取其齿宽中点,

即齿轮副设计点作为分析点.

法向力在主动轮三个轴向分力为

Fx1 = F dcx1

Fy1 = F dcy1

F z 1 = Fdcz 1

(11)

cx1 = sin%n sin ∃1 + sin&m cos∃1 cos%n

(12)

c y1 = - ( sin%n cos∃1- sin&m sin∃1 cos%n )

(13)

cz 1 = ∋ co s&m cos%n (14)

cx1 , cy1 , cz1 � 法向力向主动轮三个坐标方向力的

分解系数;

%n � 齿宽中点处法向压力角;

∃1 � 主动轮分锥角;

&m � 齿轮中点处螺旋角,当主动轮左旋、顺时针转

或者主动轮右旋、逆时针转时取正,其余情况

取负.

cz 1正负由主动轮转向决定, 顺时针转取正,

逆时针转取负.

从动轮的各个轴向力,由力的平衡条件决定

Fx2 = - Fx 1 = Fdcx2

Fy2 = - Fy1 = F dcy2

F z 2 = - F z 1 = Fdcz 2

(15)

所以

cx2 = - cx 1 ; � cy2 = - cy1 ; � c z2 = - cz 1 (16)

cX = cx2 ; � cY = cy2 ; � cZ = cz 2 (17)

� � 图 1所示弧齿锥齿轮传动系统振动方程为

m1 X
∃∃

1 + C1xX
∃∃

1 + K 1xX 1 = F x1

m1 Y
∃∃

1 + C1yY
∃∃

1 + K 1y Y 1 = Fy1

m1 Z
∃∃

1 + C1zZ
∃∃

1 + K 1zZ 1 = F z1

J 1�
∃∃

1 = T 1 - Fdr b1

m2 X
∃∃

2 + C2xX
∃∃

2 + K 2xX 2 = F x2

m2 Y
∃∃

2 + C2yY
∃∃

2 + K 2y Y 2 = Fy2

m2 Z
∃∃

2 + C2zZ
∃∃

2 + K 2zZ 2 = F z2

J 2�
∃∃

2 = - T 2 + Fdrb2

(18)

m1 , m2 � 主、从动齿轮质量;

J 1 , J 2 � 主、从动齿轮转动惯量;
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K 1x , K 1y , K 1z � 主动轮在三个坐标方向的支承

刚度;

K 2x , K 2y , K 2z � 从动轮在三个坐标方向的支承

刚度;

C1x , C1y , C1z � 主动轮在三个坐标方向的支承
阻尼;

C2x , C2y , C2z � 从动轮在三个坐标方向的支承

阻尼;

T 1 , T 2 � 主、从动齿轮所承受的扭矩.

通过公式(1) ,将两个扭转方程进行合并,消

除整个方程组刚体位移可得

�
∃∃

n = (X
∃∃

1- X
∃∃

2) cX + (Y
∃∃

1- Y
∃∃

2) cY+ (Z
∃∃

1 - Z
∃∃

2) cZ +

r
2
b1 J 2 + r

2
b2J 1

J 1 J 2
T 2 -

1
me
F d - e

∃∃
n( t ) (19)

me � 齿轮副等效质量;

me =
m1m2

m1 + m2
(20)

� � 将系统振动微分方程进行无量纲化可得

x
∃∃

1 + 2∋1xx
∃
1 + k1xx 1 - cx1k1h f (�) - 2cx1∋1h�

∃
= 0

y
∃∃

1 + 2∋1xy
∃
1 + k1xy 1 - cy1 k1h f (�) - 2cy1∋1h�

∃
= 0

z
∃∃

1 + 2∋1zz
∃
1 + k1z z 1 - cz 1k1h f ( �) - 2cz 1∋1h�

∃
= 0

x
∃∃

2 + 2∋2xx
∃
2+ k2xx 2- cx 2k2h f ( �) - 2cx2∋2h�

∃
= 0

y
∃∃

2 + 2∋2xy
∃
2 + k2xy 2 - cy2 k2h f (�) - 2cy2∋2h�

∃
= 0

z
∃∃

2 + 2∋2zz
∃
2 + k2z z 2 - cz 2k2h f ( �) - 2cz 2∋2h�

∃
= 0

� � � � �
∃∃
= ( x

∃∃
1 - x

∃∃
2) cX + ( y

∃∃
1 - y

∃∃
2) cY +

� � ( z∃∃
1 - z

∃∃
2) cZ + f pm - kh (()f ( �) - 2∋h�

∃
- f e

(21)

其中

x i = X i / bm, � y i = Y i / bm, � z i = Z i / bm,

�= �n / bm , �  n = km
me

, � (=  n t,

∋ij = C ij / (2mi n) , � k ij = K ij / (mi 2
n ) ,

kih(() =
me

mi
kh(() , ∋h = Ch(2me  n) , ∋ih =

me

mi
∋h ,

 =  h /  n , � f pm =
r
2
b1J 2 + r

2
b2J 1

r b1J 1J 2bm 
2
n

T 2 ,

f (�) =

�- 1, � � �> 1

0, � � | �| & 1

�+ 1, � � �< 1

kh( () = 1 + ∀
#

l
e
= 1

A l
k

km
cos( l e  (+ !l

k
) (22)

f e = ∀
#

l
k
= 1

A l
e

bm
( l )

2
cos( l k (+ !l

e
) (23)

i= 1, 2 � 主、从动齿轮;

j= x , y , z � 三个坐标方向.

齿轮振动以轮齿的啮合周期为周期. 将一个

啮合周期分成 120份, 计算时变几何传动误差与

啮合刚度,对方程组 ( 21) 进行降阶处理, 转化为

14自由度一阶微分方程组. 采用 Runge�Kutta法
对振动方程进行循环计算,获得齿轮副在啮合周

期内的无量纲振动加速度均方根.

1. 3 � 设计变量

� � 弧齿锥齿轮的齿面几何是影响齿轮动态特性

的重要因素,其决定了齿轮副的啮合刚度、几何传

动误差曲线以及承载传动误差曲线.根据 局部综
合法!,弧齿锥齿轮的齿面几何由齿轮副在参考点

处的齿面二阶接触参数控制形成.

因此,本文将 局部综合法!中的两个齿面二

阶接触参数:大轮齿面参考点处啮合迹线的方向

角 �;传动比的一阶导数值 m(21 ,作为设计变量 X,

X= [�� m(21 ] T
.

1. 4 � 约束条件

� � 1) 边界约束条件: 啮合迹线的方向角以啮合

迹线与大轮根锥的夹角来定义, 对于小轮左旋大

轮右旋的齿轮副, 其范围为 0)~ 90), 越接近 0)接

触迹线越接近于根锥平行;对于小轮右旋大轮左

旋的齿轮副,其范围为 90)~ 180), 越接近 180)接
触迹线越接近于根锥平行.为了得到大轮滞后的

抛物线形传动误差, 参考点处传动比一阶导数值

取为负值区间,区间大小由设计者给定.

2) 静态约束条件:为了保证齿轮副传动的连

续性与平稳性以及防止发生边缘接触时齿轮副运

动的强振动性,约束齿轮副的设计重合度大于等

于 2. 0, 承载传动误差曲线的下限高于几何传动

误差曲线两端点中的较高点.

2 � 优化方法的选择

� � 在本文中,优化变量为齿轮副局部控制参数,

是齿轮副的设计参数; 优化目标函数为齿轮副动

力学求解结果,是传动系统的动态响应结果,两者

之间没有直接联系, 在实际中不能建立由优化变

量到目标函数的解析表达式, 而且在优化解空间

内存在多个局部最优解,因此传统的优化算法在

此并不适用.

遗传算法 [ 17] 是模拟生物在自然环境中的遗

传和进化过程而形成的一种自适应全局优化概率

搜索算法,它通过对种群的繁衍和优化,将问题的
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最优解收敛到一群最适应环境的个体上,为复杂

系统的优化提供了一种方法.

本文选用遗传算法作为优化方法.标准的遗

传算法包括编码、初始种群生成、适应度评估和检

测、选择、交叉和变异.

2. 1 � 编 � 码

� � 本文中的设计变量为连续变量, 先将每个设

计变量表示为对应的二进制字符串即染色体. 染

色体通过编码、解码的方式与实际问题的优化变

量进行相互转化.

2. 2 � 适应度函数

� � 适应度函数构成了个体的生存环境,适应度

值是群体中个体生存机会选择的唯一确定性指

标,具有高适应度值的染色体将作为下一代染色

体进化的父本.

本文适应度函数为

f ( x i ) =
1

a
-
i + 0. 001

(24)

a
-
i � 染色体 x i 对应的传动系统振动加速度均

方根.

2. 3 � 遗传算法操作算子

� � 标准遗传算法的操作算子包括选择(复制)、

交叉(重组)、变异三种基本形式,它们构成了遗传

算法具备强大搜索能力的核心.

为了防止少数染色体个体由于适应度函数较

高而被大量复制,群体多样性迅速消失,导致算法

过早收敛.本文在保证每代最优染色体基因不变

的情况下,对种群其余染色体进行不同程度的修

改,改变的程度由其趋近函数决定

x i+ 1( j ) = xi ( j ) + eta ∗ f ( xi (0) ) - f ( x i ( j ) )
f ( x i (0) )

∗

[ x i (0) - x i ( j ) ] (25)

x i (0) � i代种群中最优个体;

f ( x i ( 0) ) � i代种群最优个体对应的适应度值;

x i ( j ) � i 代种群中第 j 个个体;

f ( x i ( j ) ) � i代种群第 j 个个体的适应度值;

eta � 趋近函数系数;

x i+ 1( j ) � 新一代种群中第 j 个个体.

将变化后的种群作为新的种群来进行交叉变

异操作.本文使用单点交叉、二进制变异.

2. 4 � 终止循环条件

� � 遗传算法一般采用设定最大进化代数来终止

迭代过程,本文在此基础之上增加了适应度相似

收敛,当一代群体中的染色体适应度值之间的差

异满足如下关系时, 算法提前结束.

f ( x i ( 0) ) - min( f ( x i ) ) < ) (26)

min( f ( x i ) ) � i 代种群最小适应度值;

)� 程序终止收敛精度.

图2为弧齿锥齿轮动态特性优化算法流程图.

图 2 � 弧齿锥齿轮动态特性优化设计流程图

Fig . 2 � Flow cha rt of dynamic character istics

optimization design fo r spir al bevel g ear

3 � 优化实例及其结果

� � 考虑单级弧齿锥齿轮传动系统优化设计, 传

动系统额定功率 300kW,主动轮转速 5 000 r/ min,

从动轮负载 1000N ∃m.齿轮参数见表 1. 在结构

上使用圆锥滚子轴承,主动轮悬臂支承,从动轮简

表 1� 齿轮副几何参数

Table 1 � Geometric parameters of the gear pair

参数 主动轮 从动轮

齿数 29 52

模数 5. 5 5. 5

压力角/ ()) 20 20

螺旋角/ ()) 35 35

齿宽/ mm 40 40

旋向 左旋 右旋

工作转向 顺时针 逆时针
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支.根据空间接触赫兹理论求出轴承刚度,再由轴

与轴承的变形, 得出额定工况下系统支承刚度为

K 1x = 7. 18 ∗ 107 N/ m ; K 2x= 4. 44 ∗ 108 N/ m;

K 1y = 1. 36 ∗ 107 N/ m ; K 2y= 4. 73 ∗ 108 N/ m;

K 1z = 2. 62 ∗ 108 N/ m ; K 2z = 6. 67 ∗ 108 N/ m.

啮合阻尼比与支承阻尼比取为 0. 07, 几何传

动误差函数用 3次多项式拟合, 啮合刚度函数用

6次多项式拟合.

遗传算法种群参数分别取为: 啮合迹线的方

向角 � ∗ [ 0), 90)] ; 传 动 比 一 阶 导 数 值

m(21 + [ - 0� 020, - 0. 003] ; 初 始 值 X0 =

[ 20) � - 0� 010] T ; 种群染色体个数 N p = 20;最大

进化代数 M generation= 100;交叉概率 Pc= 0. 5; 变异

概率 P m= 0. 01; 趋近系数 eta= 0. 8; 程序收敛精

度 e= 0. 01; 计算精度为 z= 0. 000 1.

经运算求解,全局优化过程如图 3所示.

图 3全局优化曲线

F ig . 3� Curve of the global opt imization pro cess

图 3中,单代平均适应度值是本代所有个体

适应度值的平均值, 它反映了这一代所有个体与

全局最优解的趋近情况;单代内最大适应度值则

代表了本代所有个体适应度值的最大值,它反映

了一代内的局部最优解所对应的适应度值.

图 3中,两曲线在总体变化趋势上表现出一

致性,表明了遗传算法的有效性;而单代平均适应

度值曲线在某些局部处波动性较为明显,是由于

算法中变异因子的作用使得本代某些个体超出了

静态约束条件, 从而导致其适应度值很低,并最终

导致本代适应度平均值很低.

由图 3可以发现,全局优化过程最后一代就

是优化过程中最好的一代.最优代内所有个体对

应的适应度曲线如图 4所示.

综合图 3与图 4可得, 末代第四个个体既是

本代优化的局部最优解,同时也是全局优化的最

优解.

图 4� 末代个体适应度曲线

Fig . 4 � Fitness cur ve of the last generation

至此完成遗传算法优化, 并得到全局最优解:

X= [ �� m(21 ] T = [ 9. 85) � - 0. 004 8] T . 对应此

解,齿轮副的承载传动误差曲线如图 5所示.

图 5� 优化结果对应的传动误差曲线

Fig . 5 � T ransmission er ro r curve o f

the optimum solut ion

根据 局部综合法!,一组局部控制参数对应
一组齿轮副加工参数, 采用局部控制参数的优化

可实现对齿轮副加工参数的优化, 从而实现了本

文优化的实际意义: 以最优局部控制参数下的齿

轮副加工参数进行齿轮实体加工, 可获得动态特

性较优的齿轮副.

4 � 结 � 论

� � 在所研究的齿轮传动优化数学模型中,考虑

了啮合刚度的时变性、几何传动误差的非线性、齿

轮副间隙以及轴承刚度对齿轮振动的影响,这使

得传动系统动态响应的求解结果更加接近实际.

在齿轮传动的优化设计中, 以啮合周期振动

加速度均方根作为目标函数, 以影响齿面形成的

局部控制参数为优化变量,直接体现了齿面几何

设计与传动系统结构对齿轮副振动的影响.

最后的实例运算证明了弧齿锥齿轮动态特性

优化方法的有效性.
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