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欠观测条件下的扩展增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法
傅惠民，娄泰山，吴云章

（北京航空航天大学 小样本技术研究中心，北京１００１９１）

摘　　　要：建立欠观测条件下的非线性增量量测方程，并给出其线性化方法，在此基础上提出一种欠观测

条件下的扩展增量Ｋａｌｍａｎ滤波（ＥＩＫＦ）模型及其递推算法．工程实际中，由于环境因素的影响、测量设备的不

稳定性等原因往往带来未知的系统误差，传统的扩展Ｋａｌｍａｎ滤波（ＥＫＦ）无法对这种未知的系统误差进行补

偿和校正，结果产生较大的滤波误差，甚至导致发散．提出的扩展增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法能够成功地消除测量

的系统误差，从而有效地提高非线性滤波的精度．该方法计算简单，便于工程应用．
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　　飞机和舰船的惯性导航系统、火箭的制导和
控制系统、卫星轨道／姿态的估计系统、组合导航
系统和探测器的导航系统等通常为非线性随机动

态系统，工程实际中常常需要对这类系统进行有

效的状态估计，这就是非线性滤波问题．扩展

Ｋａｌｍａｎ滤波方法（ＥＫＦ）是目前应用最广泛的非
线性滤波方法［１－１１］．它的算法结构与线性Ｋａｌｍａｎ
滤波方法基本相同，由状态估值和协方差的时间
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更新和量测更新构成．美国航空航天局、欧洲空间
局和日本空间机构发展的自主导航系统均利用了

扩展Ｋａｌｍａｎ滤波进行状态估计．
扩展Ｋａｌｍａｎ滤波方法对量测方程有较高的

精度要求，否则在递推过程中会产生较大误差，甚
至导致发散．在工程实际中，由于环境因素的影
响、测量设备的不稳定性、模型和参数的选取不当
等原因往往带来未知的系统误差．但是在欠观测
条件下，扩展 Ｋａｌｍａｎ滤波无法对这种未知的系
统误差进行补偿和校正．文献［１２］提出一种线性
增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法，成功地消除了这种未知
的系统误差，有效地提高了滤波精度．在此基础
上，本文进一步提出欠观测条件下的扩展增量

Ｋａｌｍａｎ滤波方法（ＥＩＫＦ），该方法能够对非线性
滤波中未知的系统误差进行校正，从而有效地提
高非线性滤波的精度．

１　非线性增量量测方程

工程实践中所遇到状态方程和量测方程往往

是非线性的，一般的非线性离散增量系统可由以
下形式描述

Ｘｋ＝ｆｋ－１（Ｘｋ－１，Ｗｋ－１）　 （１）

ΔＺｋ＝ｈｋ（Ｘｋ，Ｘｋ－１，Ｖｋ）　 （２）

当系统噪声和量测噪声为加性噪声时［１３］，式
（１）和式（２）可以简化为

Ｘｋ＝ｆｋ－１（Ｘｋ－１）＋Γｋ－１Ｗｋ－１　 （３）

ΔＺｋ＝ｈｋ（Ｘｋ，Ｘｋ－１）＋Ｖｋ　 （４）
工程中许多情况，式（４）还可以写成如下的

形式

ΔＺｋ＝ｈｋ（Ｘｋ）－ｈｋ－１（Ｘｋ－１）＋Ｖｋ　 （５）
式中Ｘｋ 为状态向量；ｆｋ（·）为非线性向量离散
函数；Γｋ－１为系统噪声驱动矩阵；Ｗｋ 为系统噪声

向量；ΔＺｋ＝Ｚｋ－Ｚｋ－１为量测向量增量；Ｚｋ 为量测
向量；ｈｋ（·）为非线性向量离散函数；Ｖｋ 为量测
噪声向量．系统噪声向量Ｗｋ 和量测噪声向量Ｖｋ
的方差阵分别为Ｑｋ 和Ｒｋ，并且Ｗｋ 和Ｖｋ 满足

Ｅ［Ｗｋ］＝０

Ｃｏｖ［Ｗｋ，Ｗｊ］＝Ｅ［ＷｋＷＴ
ｊ］＝Ｑｋδｋ　ｊ

Ｅ［Ｖｋ］＝０
Ｃｏｖ［Ｖｋ，Ｖｊ］＝Ｅ［ＶｋＶＴ

ｊ］＝Ｒｋδｋ　ｊ
Ｃｏｖ［Ｗｋ，Ｖｊ］＝Ｅ［ＷｋＶＴ

ｊ］

烅

烄

烆 ＝０

　 （６）

在工程实际中，通常量测向量Ｚｋ 存在系统误
差，而增量ΔＺｋ＝Ｚｋ－Ｚｋ－１的系统误差为相对小
量，可以忽略不计，所以传统的量测方程存在系统
误差，而本文提出的增量量测方程式（２）、式（４）和

式（５）则已消除系统误差．

２　扩展增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法

首先对式（３）和式（５）进行线性化，然后给出
扩展增量Ｋａｌｍａｎ滤波的递推公式．
将非线性离散函数ｆｋ－１（Ｘｋ－１）围绕滤波值

Ｘ^ｋ－１展成泰勒级数，并略去二阶以上项，得线性状
态方程为［１４］

Ｘｋ＝Φｋ／（ｋ－１）Ｘｋ－１＋Ｕｋ－１＋Γｋ－１Ｗｋ－１　 （７）
将非线性离散函数ｈｋ（Ｘｋ）－ｈｋ－１（Ｘｋ－１）围绕

滤波值Ｘ^ｋ／（ｋ－１）和Ｘ^ｋ－１展成泰勒级数，并略去二阶
以上项，得线性增量量测方程

ΔＺｋ＝ＨｋＸｋ－Ｈｋ－１Ｘｋ－１＋Ｙｋ＋Ｖｋ　 （８）
式中

Φｋ／ｋ－１＝ｆｋ－１
（Ｘｋ－１）

Ｘｋ－１ Ｘｋ－１＝Ｘ^ｋ－１
（９）

Ｕｋ－１＝ｆｋ－１（Ｘ^ｋ－１）－　　

　　ｆｋ－１
（Ｘｋ－１）

Ｘｋ－１　 Ｘｋ－１＝Ｘ^ｋ－１
×Ｘ^ｋ－１ （１０）

Ｈｋ＝
ｈｋ（Ｘｋ）
Ｘｋ　 Ｘｋ＝Ｘ^ｋ／（ｋ－１）

（１１）

Ｈｋ－１＝
ｈｋ－１（Ｘｋ－１）
Ｘｋ－１　 Ｘｋ－１＝Ｘ^ｋ－１

（１２）

Ｙｋ＝ｈｋ（Ｘ^ｋ／（ｋ－１））－ｈｋ－１（Ｘ^ｋ－１）－　　

　　（ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１－Ｈｋ－１Ｘ^ｋ－１）　 （１３）

　　由此可知，式（７）和式（８）为非线性离散系统
式（３）和式（５）线性化后的状态方程和增量量测方
程，式中Ｕｋ 和Ｙｋ 可看作确定性输入矩阵．
设状态向量Ｘｋ 满足式（７），量测向量增量

ΔＺｋ 满足式（８），系统噪声向量Ｗｋ 和量测噪声向

量Ｖｋ满足式（６），系统噪声方差阵Ｑｋ 非负定，量
测噪声方差阵Ｒｋ正定．那么采用与文献［１２］中类
似的推导方法可知，ｔｋ 时刻的状态向量Ｘｋ的估计

Ｘ^ｋ可按下面步骤递推得到．
状态一步预测

Ｘ^ｋ／（ｋ－１）＝ｆｋ－１（Ｘ^ｋ－１）　 （１４）

　　一步预测误差的方差阵

Ｐｋ／（ｋ－１）＝Φｋ／（ｋ－１）Ｐｋ－１ΦＴｋ／（ｋ－１）＋Γｋ－１Ｑｋ－１ΓＴｋ－１　
（１５）

　　状态估计

Ｘ^ｋ＝Ｘ^ｋ／（ｋ－１）＋Ｋｋ（ΔＺｋ－ΔＺ^ｋ／（ｋ－１））　 （１６）

　　估计误差的方差阵

Ｐｋ＝Ｐｋ／（ｋ－１）－ＫｋΩｋＫＴ
ｋ　 （１７）

８７７
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　　滤波增益矩阵

Ｋｋ＝（Ｐｋ／（ｋ－１）ＨＴ
ｋ－Φｋ／（ｋ－１）Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１）Ω－１
ｋ （１８）

式中

ΔＺ^ｋ／（ｋ－１）＝ｈｋ（Ｘ^ｋ／（ｋ－１））－ｈｋ－１（Ｘ^ｋ－１）　（１９）

Ωｋ＝ＨｋＰｋ／（ｋ－１）ＨＴ
ｋ＋Ｒｋ－Ｈｋ－１Ｐｋ－１ΦＴｋ／（ｋ－１）ＨＴ

ｋ－
ＨｋΦｋ／（ｋ－１）Ｐｋ－１ＨＴ

ｋ－１＋Ｈｋ－１Ｐｋ－１ＨＴ
ｋ－１ （２０）

　　并设滤波初值和滤波误差方差矩阵的初值分
别满足

Ｘ^０＝Ｅ［Ｘ０］ （２１）

Ｐ０＝Ｅ［（Ｘ０－Ｘ^０）（Ｘ０－Ｘ^０）Ｔ］ （２２）
图１给出了式（１４）～式（２０）的计算流程图．

图１　扩展增量Ｋａｌｍａｎ滤波计算流程图

Ｆｉｇ．１　ＥＩＫＦ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｆｌｏｗ　ｃｈａｒｔ

３　计算机仿真验证

大量模拟仿真验证表明，当受环境等因素的
影响，测量数据含有未知的系统误差时，传统的扩
展Ｋａｌｍａｎ滤波无法消除这种未知的系统误差，
而本文的扩展增量Ｋａｌｍａｎ滤波能成功消除测量

系统误差，提高滤波精度．
下面以一具体算例说明本文方法的滤波效

果．考虑一维非线性离散系统．
ｘｋ＝０．９ｘｋ－１＋ｗｋ－１　 （２３）

ｚｋ＝ｘｋ＋０．００１ｌｎ（ｘｋ＋１）＋ａｋ＋ｖｋ　 （２４）

式中ｗｋ 和ｖｋ 是独立的高斯白噪声序列，且系统

９７７
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噪声ｗｋ 的均值ｑ＝０和方差Ｑ＝０．１，量测噪声

ａｋ＝３为未知量．采样周期为１ｓ．
由于状态方程为线性方程，故只需要线性化

增量量测方程，可得线性增量量测方程式（８），其
中Ｈｋ和Ｈｋ－１分别为

Ｈｋ＝１＋ ０．００１
ｘ^ｋ／（ｋ－１）＋１

（２５）

Ｈｋ－１＝１＋ ０．００１
ｘ^ｋ－１＋１

（２６）

从图２中可以看到，扩展增量 Ｋａｌｍａｎ滤波
（ＥＩＫＦ）得到的状态估计比扩展 Ｋａｌｍａｎ滤波的
精度高，能够消除系统误差对滤波的影响．图３给
出两种滤波结果与真值的误差比较，可以进一步

图２　ＥＫＦ和ＥＩＫＦ的状态估计结果比较

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｅ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ＥＫＦ　ａｎｄ　ＥＩＫＦ

图３　ＥＫＦ和ＥＩＫＦ的状态误差比较

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｔｅ　ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　ＥＫＦ　ａｎｄ　ＥＩＫＦ

看到，扩展增量 Ｋａｌｍａｎ滤波的误差比扩展 Ｋａｌ－
ｍａｎ滤波的误差要小得多，能很好跟踪状态ｘｋ 的
变化．

４　结　论

１）建立欠观测条件下的非线性增量量测方程
一般形式，并给出其线性化方法．
２）由于环境因素的影响、测量设备的不稳定
性等原因，常常造成测量数据含有误差．文献
［１５－１８］给出了研究这些误差传播规律的方法．
３）在欠观测条件下，测量误差变化规律无法
获得，此时可采用本文方法进行滤波．

４）当初始值 Ｘ^０ 含有误差时，用式（２２）计算

Ｐ０ 应考虑这些误差．当这些误差未知时，可采用

误差上限进行计算．这样才能快速地消除 Ｘ^０ 的
误差对滤波精度的影响．
５）本文方法计算简单，便于工程应用．在欠
观测条件下，它既不需要增加新的外测系统和设
备，也不需要增加太多的计算工作量，即可有效地
提高非线性滤波的精度．
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