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摘　　　要：讨论了直接法、逐步累积法和逐步消除法三种不同搜索算法对有效独立法选取最优传感器测

量位置的影响．以航空发动机某部件为实例，对有效独立法通过三种搜索算法选取的最优传感器测量位置的

搜索结果，在模态相关度、测量点各阶能量和Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵三个参数方面进行了分析、比较，结果表明逐步

消除法能最有效地达到有效独立法的增大目标振型空间分辨率的效果．
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　　结构振动模态测试是通过试验方法确定结构
振动特性的一个重要手段，其基本途径是利用传
感器采集结构的动态响应数据信息，再通过分析

得到结构的模态参数［１］．对结构进行可靠、有效、
合理的振动模态试验，能够提高试验模态分析的
效率和测量的准确性，并能降低成本、缩短试验周
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期，为航空发动机结构设计、结构振动特性研究、
运行设备的振动分析、故障诊断等提供一个十分
有效的工具．在进行模态试验时，希望尽可能采用
较少的传感器，采集到最有效的动态响应数据，从
而获得准确、全面的结构振动模态数据信息．结构
模态测量位置的选择方法已有许多学者进行了研

究，最常用的有：模型缩减方法［２］，它是将结构模
型分为主要和次要自由度，利用Ｇｕｙａｎ缩减法去
掉次要的自由度，选取缩减后的自由度作为测量
位置；模态能方法［３］，Ｋｉｍ和Ｃｈｏｉ研究了选取结
构中具有较大模态能的点为测量点，以增大测量
点的响应，有利于模态参数识别；有效独立法［４］，

Ｋａｍｍｅｒ提出了该方法选取的测量点能使结构的
目标振型空间分辨率达到最大．有效独立法原理
简单、可靠性强，是优化测量位置的一种非常有效
的方法，本文选用有效独立法作为优化结构模态
测量位置的方法．
结构模态测量位置的优化提供了一种评价结

构有限元模型各点是否适合做测量点的方法，还
需要有特定的搜索算法挑选出所需数量的最适合

的测量点．如果需要将ｍ个传感器配置在ｎ个可
选位置上，采用穷举法需要计算Ｃｍｎ 次目标函数，
当ｎ和ｍ 很大时，需要的计算次数太多，用穷举
法往往难以求解．目前常用的搜索算法有：①直接
法，它不进行循环计算，直接根据要求选出所需数
量的点［５］；②序列法，它可分为逐步累积法及逐步
消除法，进行循环迭代选出或消除点，直到所需数
量为止［６－８］；③随机类方法，随机类方法每个循环
的位置替换是根据概率进行的．随机类方法主要
有模拟退火算法、遗传算法和神经网络算法［９］；④
其他方法，用于求解优化问题还有些方法如非线
性规划优化方法、推断算法等，目前随机类方法的
计算效率和可靠性不高，需要继续深入研究，但它
们在解决优化问题上具有发展前景［１０］．
本文首先介绍了有效独立法优化结构模态测

量位置的理论和三种搜索算法选取最适合测量点

的方法及比较，其次以航空发动机某部件为例，分
析三种搜索算法选取的有效独立法最优测量点的

差异．结果显示逐步消除法选取的最优测量点，能
够达到有效独立法增大结构振型空间分辨率的效

果，具有最好的搜索效果．

１　优化模态测量位置的理论与方法

１．１　基础理论

结构模态是由结构本身的特性与材料特性所

决定的，与外载荷和初始条件无关．在结构模态分
析中，实际的结构可以看成是一个多自由度的振
动系统，对于一个多自由度的系统，其运动微分方
程可表达为

Ｍ̈ｘ＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝ｆ （１）
式中Ｍ，Ｃ，Ｋ分别为系统的质量；阻尼及刚度矩
阵；̈ｘ，ｘ，ｘ分别为加速度、速度和位移响应列向
量；ｆ为外界激励向量．
对式（１）两边进行初始条件为零的拉氏变换，

可得

（ｓ２　Ｍ＋ｓＣ＋Ｋ）Ｘ（ｓ）＝Ｆ（ｓ） （２）
式中Ｘ（ｓ）及Ｆ（ｓ）分别为位移响应与激励力的拉
氏变换．
令ｓ＝ｊω，则式（２）变为
（Ｋ－ω２　Ｍ＋ｊωＣ）Ｘ（ω）＝Ｆ（ω） （３）

这是一组耦合方程组，为了解耦，引入模态坐标．
令

Ｘ＝Φｑ （４）
式中Φ为振型矩阵，ｑ为模态坐标．
将式（４）代人式（３）可得

（Ｋ－ω２　Ｍ＋ｊωＣ）Φｑ＝Ｆ （５）

　　模态振型的归一化方法有多种，常用的模态
质量归一化振型是通过对模态质量归一来实现

的，如果模态质量归一化振型为，则有

Ｔ　Ｍ＝Ｉ （６）

ＴＫ

熿

燀

＝

ωｉ

燄

燅

（７）

式中ωｉ ＝ ｋｉ
ｍ槡ｉ
为第ｉ阶模态固有频率．

１．２　有效独立法

有效独立法的主要思想是选择对结构目标振

型的独立性贡献最大的点，以使目标振型的空间
分辨率达到最大，它可以通过选择使Ｆｉｓｈｅｒ信息
矩阵行列式值最大的点实现传感器位置的优化．
如果为结构模态质量归一化的振型，Ｆ为Ｆｉｓｈ－
ｅｒ信息矩阵，Ｅ为有效独立分配矩阵，其数学表达
式如下

Ｆ＝Ｔ （８）

Ｅ＝Ｆ－１Ｔ （９）

　　分配矩阵Ｅ是一个对称幂等矩阵，它的每个
对角线元素代表其对应的测量点对振型矩阵的
秩的贡献程度．Ｅｉｉ取值从０到１；取值为０代表其
对振型的秩的贡献率为０；取值为１代表其对振
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型的秩的贡献率最大．为了使选取的测量点能更
好地反映结构的目标振型，应当优先选取参数值
接近于１的测量点．

１．３　搜索算法

本文讨论的三种搜索算法为直接法、逐步累
积法和逐步消除法．
直接法通过一次搜索从可选位置中选出所

需数量的最优传感器位置，即根据分配矩阵对
角线元素的大小一次选出所需数量的最大参数

值位置．
逐步累积法每次从剩余的可选位置中选取一

个最优传感器位置，直到所需数量为止，即每次循
环选出一个最大的分配矩阵对角线元素，然后去
除该元素，重新计算分配矩阵，如此循环直到选出
所需数量为止．
逐步消除法与逐步累积法相反，它每次从剩

余的可选位置中去除一个最差传感器位置，直到
剩余所需数量为止．每次循环选出一个最小的分
配矩阵对角线元素，然后去除该元素，重新计算分
配矩阵，如此循环直到剩余位置为所需数量为止．
三种搜索算法中直接法的计算效率最高，逐

步累积法和逐步消除法的计算效率相同，计算时
间与测量位置的数量有关．

１．４　搜索算法的比较

为了比较三种搜索算法选取有效独立法最优

测量位置的结果，本文使用测量点的模态相关度、
测量点的各阶能量和、和Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵三个参
数对搜索结果进行对比、分析．

１．４．１　模态相关度

模型振型可通过模态置信准则（Ｍａｃ）确认振
型之 间 的 相 关 关 系［１１］，其 数 学 表 达 式 如 式
（１０）所示．

Ｍａｃ＝ φＴｄｒφｃｉ ２

（φＴｄｒφｄｒ）（φＴｃｉφｃｉ）
（１０）

式中φｃｒ，φｄｉ为ｃ和ｄ模型的第ｒ和ｉ阶振型，当ｃ
和ｄ为同一模型时，Ｍａｃ代表振型的自相关参数，
当ｃ和ｄ为不同模型时，Ｍａｃ则代表振型的互相关
参数．模态置信准则取值从０到１，０说明两个振
型相互正交独立，１说明两者具有一致的相关性．

１．４．２　各阶能量和

通常，结构的模态动能可表示为

ＫＥ ＝ΦＴ　ＭΦ （１１）

式中Φ为结构有限元模型的振型［１２］．

将质量阵正交分解，Ｍ＝ＵＴＵ，令Ψ＝ＵΦ，
得到

ＫＥ ＝ΨＴΨ＝∑
ｍ

ｒ＝１
φ
２
ｉ，ｒ （１２）

　　即结构的各阶模态动能和是将各阶所有点的
模态动能相加得到．某阶能量越高，表示传感器信
号强度越高，抗噪声干扰的能力越强，有利于模态
参数的识别．

１．４．３　Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵

Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵为Ｆ＝Ｔ，为质量归一化
的振型［１３］，Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的行列式 Ｆ 越大，
矩阵包含的模态参数信息越多，根据选出的传感
器测量位置Ｆｉｓｈｅｒ信息阵行列式值与初始完整
模型的Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵行列式值的百分比对数
作为参数，来评估三种搜索算法选出的测量点包
含模态参数的信息量．公式如式（１３）所示．

Ｆｍｅｓｓａｇｅ＝ｌｇ
Ｆｓｅｌｅｃｔ
Ｆｆｕｌｌ ×（ ）１００％ （１３）

２　实例分析：航空发动机某部件模型

本文选用的航空发动机某部件有限元模型如

图１所示．部件内径１．２ｍ，外径１．５ｍ，弹性模量
为２．１５×１０１１　Ｐａ，密度为７　７７８ｋｇ／ｍ３，泊松比为

０．３，部件自由－自由边界条件，未施加外力，Ｘ 方
向与部件的轴线方向平行，Ｙ，Ｚ方向与部件的径
向平面平行．

图１　航空发动机某部件模型

Ｆｉｇ．１　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ａｎ

ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

如需测量部件Ｙ 方向的振型，对部件Ｙ 方向
的传感器测量位置进行优化配置，需要预先提供
结构有限元模型的固有频率和Ｙ 方向振型．由于
部件自由－自由边界条件，不考虑部件６阶刚体模
态，用Ｎａｓｔｒａｎ软件计算部件前８阶模态参数，部
件Ｙ 方向振型如图２所示，黑色区域代表部件振
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型幅值小的区域，白色区域代表部件振型幅值大
的区域．

２．１　优化测点的选取

下面根据部件有限元模型的前８阶模态参
数，将有效独立法与三种不同的搜索算法相结合，
选出部件Ｙ 方向４０个最优传感器测量位置．

运用直接法选出的４０个最优传感器测量位
置，如图３所示．图中，圆点代表直接法选取的最
优测量点，可以看出，测量点均分布在部件的大口
边缘处，通过对比部件振型图可发现，直接法选出
的测量点分布在除了第３，４阶振型的其余各阶振
型响应较大的位置．
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图２　部件前８阶振型

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｒｓｔ　ｅｉｇｈｔ　ｍｏｄｅｓ　ｏｆ　ａｎ　ａｅｒｏ－ｅｎｇｉｎｅ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

图３　直接法最优测量位置

Ｆｉｇ．３　Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ

ｔｈｅ　ｄｉｒｅｃｔ　ｍｅｔｈｏｄ

　　逐步累积法选出的４０个最优传感器测量位
置，如图４所示．图中，圆点代表逐步累积法选取
的最优测量点，可以看出，与直接法相似，测量点
均分布在部件的大口边缘处，而在部件第３，４阶
振型响应较大的小口边缘处没有布置测量点．
逐步消除法选出的４０个传感器测量位置，如

图５所示．图中，圆点代表逐步消除法选取的最优
测量点，可以看出，与前两种方法不同，测量点分
块地分布在部件的大口和小口边缘处，大口处的
测量点分布较多，通过对比部件振型图可发现，逐
步消除法选出的测量点避免了前两种方法遗漏部

件第３，４阶振型响应较大的小口边缘位置．

２．２　三种搜索算法的结果比较与评价

２．２．１　模态相关度

对直接法选出的最优测量点所构成的振型作

图４　逐步累积法最优测量位置

Ｆｉｇ．４　Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ

　　　ｔｈｅ　ｓｔｅｐ　ｓｅａｒｃｈ　ｃｕｍｕｌａｔｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ

图５　逐步消除法最优测量位置

Ｆｉｇ．５　Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ

　　　ｔｈｅ　ｓｔｅｐ　ｓｅａｒｃｈ　ｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ
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自相关分析，如图６所示，方块的大小代表模态置
信准则参数值的大小，可以看出部件的第３，４阶振
型与部件的第１，２阶振型的相关性很高，这是因为
直接法选取的测量点没有布置在部件第３，４阶振
型主要振动的小口边缘处，所以导致部件第３，４阶
振型与部件第１，２阶振型相关度高，难以分辨．

图６　直接法测量点模态相关度

Ｆｉｇ．６　Ｍａｃｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｐｏｉｎｔｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ

ｔｈｅ　ｄｉｒｅｃｔ　ｍｅｔｈｏｄ

通过逐步累积法选出的最优测量点所构成的

振型作自相关分析，由图７可看出，与直接法相
似，部件的第３，４阶振型与部件的第１，２阶振型
的相关度很高，由于逐步累积法选出的测量点均
分布在部件的大口边缘处，而第３，４阶振型主要
振动的小口边缘处没有测量点，无法达到增大模
型振型空间分辨率的效果，因而第３，４阶振型相
关度很高．

图７　逐步累积法测量点模态相关度

Ｆｉｇ．７　Ｍａｃｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｐｏｉｎｔｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ

　　ｓｔｅｐ　ｓｅａｒｃｈ　ｃｕｍｕｌａｔｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ

根据逐步消除法选出的最优测量点所构成的

振型作自相关分析，由图８可看出，除了对角线元
素为１外，非对角线元素均小于０．１，说明逐步消
除法选取的分布在大口和小口边缘处的测量点考

虑了部件各阶振型的空间独立性，有效地避免了
前两种算法选取的测量点第３，４阶振型无法分辨
的缺陷，所以逐步消除法选出的测量点对目标振
型的独立性贡献最大，能有效提高目标振型的空
间分辨率，达到有效独立法优化测量点的要求．

图８　逐步消除法测量点模态相关度

Ｆｉｇ．８　Ｍａｃｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｐｏｉｎｔｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ

ｓｔｅｐ　ｓｅａｒｃｈ　ｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ

２．２．２　各阶能量和

计算部件三种搜索算法选出测量点的各阶模

态动能和，如图９所示．由图可看出，由于直接法
和逐步累积法测量点均分布在部件大口边缘处，
而在部件小口处未布置测量点，因而第３，４阶模
态动能非常低，传感器不易识别第３，４阶模态振
型信号，不利于模态参数的识别，而逐步消除法选
出的测量点较好地平均了各阶振型的模态能量，
避免了第３，４阶振型信号过小的情况．

图９　各阶模态能量和

Ｆｉｇ．９　Ｋｉｎｅｔｉｃ　ｅｎｅｒｇｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｉｇｈｔ　ｍｏｄｅｓ
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２．２．３　Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵

三种搜索算法的Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵参数值如
图１０所示，图中纵坐标越高代表参数值越小，可
以看出，逐步消除法选出的测量点比另两种方法
获取高的多的模态信息量，即捕获模态参数信息
的能力强．

图１０　Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵行列式

Ｆｉｇ．１０　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｆｉｓｈｅｒ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｍａｔｒｉｘ

３　结　论

本文研究了三种搜索算法对有效独立法选取

最优测量位置的影响，以航空发动机某部件为实
例，利用三个参数分析、比较三种搜索算法选取的
测量点的好坏，得到以下主要结论．
逐步消除法选出的传感器测量位置最符合有

效独立法的优化目标，能有效提高结构目标振型
的空间独立性，使目标振型的空间分辨率达到最
大，同时较好地平均了各阶振型的能量分布，选出
的测量位置所包含的模态参数信息最多，有利于
模态振型的识别．
直接法计算效率最高，只需一次循环，但测量

点的分布未能充分增大所有目标振型的空间分辨

率，在模型很大的情况下可作为参考，逐步累积法
效率不高，同时搜索结果也不好，不推荐使用．
对于有效独立法优化的测量位置，逐步消除

法表现出了很好的搜索效果．
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